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Chapitre 1
Introduction
1.1 Contexte industriel
Les mate´riaux composites, notamment sous forme de sandwichs, sont largement utilise´s
dans l’industrie, en particulier dans l’industrie ae´ronautique, marine, automobile, en ge´nie
civil... Un sandwich dont le cœur est en mousse me´tallique peut eˆtre inte´ressant car il est
le´ger et a une bonne re´sistance aux chocs.
Dans le cadre d’un contrat de programme CPR du CNRS, le projet MAM (Mate´riaux
Architecture´s Multi-fonctionnels) a e´te´ lance´ en collaboration avec deux groupes EDF et
Accelor Mittal. Mate´riaux architecture´s se re´fe`rent au syste`me des mate´riaux dont la structure
(au niveau micro, nano ou mole´culaire) est pre´alablement conc¸ue. Son principe de conception
“A+B+la forme + l’e´chelle”est pre´sente´ dans (Kromm et al., 2002). La maximisation du choix
des composantes de mate´riaux “A,B”, de laquelle le gaz ou simplement le vide est possible
d’eˆtre compte´ comme une composante, nous permet d’e´largir le plus l’espace de conception
des mate´riaux d’apre`s (Bre´chet and Ashby, 2003), afin de trouver les nouveaux mate´riaux
artificiels qui re´pondent aux nouveaux cahiers des charges. Cette the`se se positionne dans
le cas de conception d’un mate´riau poreux dont les diame`tres des vides est au niveau
milime´trique ou centime´trique. La the`se est l’une des trois faisant partie de ce projet. Le
projet MAM a pour objectif d’optimiser la forme et le choix du mate´riau pour un sandwich
architecture´ multi–fontionnel. Son but est d’obtenir un mate´riau le´ger qui aurait e´galement
une bonne re´sistance me´canique et des proprie´te´s thermiques optimise´es. Le cahier des charges
des partenaires industriels est varie´ : plaque me´tallique multi–couches le´ge`re et bien re´sistante
pour la fabrication de carrosserie de voiture aupre`s du groupe Arcelor Mittal, cloison le´ge`re
avec faible conduction thermique pour la construction des baˆtiments BBC (Baˆtiment en
Basse Consommation de l’e´lectricite´) aupre`s du groupe EDF. Les deux groupes industriels
s’inte´ressent au meˆme type de mate´riau : mate´riau sandwich dont les deux peaux sont des
plaques et le cœur est un mate´riau poreux ou a` changement de phase. Chaque groupe
pilote une the`se pour le but d’optimiser le mate´riau de leur cible. Un proble`me commun
auquel les deux groupes s’inte´ressent est comment donner un mode`le de calcul simplifie´,
moins “couˆteux” du point de vue nume´rique pour les inge´nieurs, que l’exigerait la prise
en compte de tous les constituants du mate´riau. Cette question est ainsi e´tudie´e dans le
cadre de ma the`se en proposant la me´thode d’homoge´ne´isation d’ordre supe´rieur comme
une solution possible. Le but est d’e´tablir une loi de comportement homoge`ne e´quivalente
pour les mate´riaux he´te´roge`nes au niveau local en utilisant le mode`le de milieux ge´ne´ralise´s
comme mate´riau homoge`ne de substitution. Trois the`ses de ce projet se re´alisent dans trois
laboratoires diffe´rentes :
– La the`se de Laurent Laszczyk sous l’encadrement du Professeur Yves Bre´chet au
laboratoire Simap a` INP Grenoble, pilote´ directement par le groupe Acelor Mittal.
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– La the`se de Juan-Pablo Arzamendia Lopez sous l’encadrement du professeur Dominique
Baillis (a commence´ en 2009) au laboratoire Ce´thil a` INSA de Lyon, pilote´ directement
par groupe EDF.
– La pre´sente the`se de Duy Khanh Trinh sous l’encadrement du Professeur Samuel Forest
au Centre des mate´riaux P.M. FOURT a` Mines ParisTech, pilote´ par CNRS.
1.2 Contexte scientifique
Comme mentione´ dans la partie pre´ce´dente, un mode`le de calcul simplifie´ est le but de la
the`se. Pour simuler les mate´riaux dont la microstructure est he´te´roge`ne, il y a actuellement
trois directions (mentionne´es dans (Ja¨nike and Diebels, 2009)) :
– Micro-simulation : la microstructure est entie`rement prise en compte dans la simulation.
Cette me´thode est tre`s “couˆteuse” car elle demande non seulement une abondante
ressource nume´rique mais aussi une longue dure´e de calcul.
– Macro-simulation : seul le niveau macroscopique (niveau de structure) est simule´. A ce
niveau, l’influence de l’he´te´roge´ne´ite´ de microstructure est e´galement prise en compte en
introduisant les degre´s supple´mentaires de liberte´, ou la longueur interne de mate´riau.
Cependant, la longueur caracte´ristique de mate´riau est tre`s difficile a` identifier.
– Micro-macro simulation : une me´thode mixte e.g me´thode EF2 est propose´e par (Feyel,
2003), ou` a` chaque point mate´riau au niveau global, la loi de comportement est
remplace´e par la solution d’un proble`me auxiliaire sur le VER (Volume Ele´mentaire
Repre´sentatif) attache´ au point conside´re´. Cette me´thode est encore “couˆteuse”.
La me´thode d’homoge´ne´isation que l’on va pre´senter dans cette the`se insiste sur l’usage des
milieux continus ge´ne´ralise´s, comme milieu homoge`ne e´quivalent a` substituer au mate´riau
he´te´roge`ne au niveau me´soscopique ou microscopique. Elle concerne aussi le proble`me micro–
me´canique sur un VER, mais la diffe´rence par rapport a` la me´thode mixte micro-macro est
qu’elle fournit une loi de comportement homoge`ne explicite au niveau macroscopique.
L’homoge´ne´isation classique par un milieu de Cauchy a rencontre´ de nombreux succe`s
dans l’e´tude des mate´riaux he´te´roge`nes. Elle connaˆıt toutefois des limites lorsque le
chargement macroscopique applique´ varie sur des longueurs qui sont de l’ordre de la taille
des he´te´roge´ne´ite´s en pre´sence ou lors que la se´paration d’e´chelle n’est pas assure´e. C’est
notamment le cas en pre´sence de forts gradients de sollicitation ou de de´formation, par
exemple lors de la flexion de mate´riau sandwich. L’objectif de l’homoge´ne´isation par des
milieux continus ge´ne´ralise´s est de reme´dier a` ces limitations et d’e´tendre la validite´ de
l’approche continue au–dela` de l’hypothe`se stricte de se´paration des e´chelles. Les e´chelles
sont dites se´pare´es lorsque les tailles des he´te´roge´ne´ite´s sont infiniment plus petites que les
dimensions structurales. Dans ce cas, le chargement macroscopique peut eˆtre conside´re´ comme
homoge`ne a` l’e´chelle des he´te´roge´ne´ite´s. Cette hypothe`se n’est souvent plus valide dans le
cas des mate´riaux architecture´s dont les composants ont des dimensions millime´triques ou
centime´triques.
Il y a eu beaucoup d’avancements pendant les 10 dernie`res anne´es dans le meˆme
domaine de recherche. Les contributions de´veloppent essentiellement la mode´lisation multi-
e´chelle des mate´riaux par le mode`le du milieu de Cosserat (ou milieu micropolaire), du
milieu du second-gradient, du milieu a` couples de contraintes et re´cemment du milieu
micromorphe. La mode´lisation multi-e´chelle est re´alise´e par plusieurs me´thodes : soit avec
la technique nume´rique de moyenne sur un VER, soit avec des me´thodes de de´veloppements
asymptotiques, soit par des me´thodes plus empriques. Les re´sultats sont toujours mis
en comparaison l’un a` l’autre. Ils donnent actuellement une connaissance assez claire de
l’homoge´nisation. Mais en ge´ne´ral, il y a encore des questions sur l’application des mode`les
ge´ne´ralise´s a` l’homoge´ne´isation. Il y a encore des re´sultats contradictoires et des dicussions
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ouvertes sur des aspects diffe´rents. Ma contribution suit la technique d’utilisation des
moyennes des champs locaux, avec l’intention de chercher une me´thode pas trop lourde mais
syste´matique pour mode´liser les mate´riaux composites par un milieu continu ge´ne´ralise´. La
motivation de cette me´thode est sa bonne applicabilite´ a` toute micro–structure, et aussi d’eˆtre
applicable relativement simplement au comportement non–line´aire (comportement e´lasto–
plastique). Elle concentre l’e´tude du roˆle des fluctuations locales pour la de´termination des
proprie´te´s d’ordre supe´rieur. Dans la partie bibliographique de cette the`se, dans le chapitre 3,
on pre´sente des travaux qui sont tre`s proches de ma contribution afin de mettre en e´vidence
les diffe´rences subtiles entre les approches disponibles. Ils s’agit des ouvrages de (Kouznetsova
et al., 2004b; Kouznetsova et al., 2002a), de (Ja¨nike and Diebels, 2009), de (Ostoja-Starzewski
et al., 1999a; Bouyge et al., 2001a) et de (Forest and Sab, 1998a).
1.3 Notations
Les notations intrinse`ques sont utilise´es tout au long de ce travail mais les notations
indicielles sont explicite´es aussi pour e´viter les confusions. En particulier, les scalaires, les
vecteurs, les tenseurs d’ordre 2, 3, 4 et 5 se de´notent respectivement : a,a ,a∼,a∼,a≈,a∼∼
.Les
contractions sont e´crites sous la forme :
a∼ : b∼ = aijbij , a∼
... b∼ = aijkbijk, a≈ :: b≈ = aijklbijkl (1.1)
utilisant la re`gle d’Einstein pour les indices re´pe´te´s. L’ope´rateur gradient ∇x ou ∇X
est introduit lors que les fonctions de´pendent sur des coordonne´es microscopiques x ou
macroscopiques X . Les notations suivantes sont utilise´es :
U ⊗∇X = Ui,j e i ⊗ e j , with Ui,j =
∂Ui
∂Xj
(1.2)
u ⊗∇x = ui,j e i ⊗ e j , with ui,j =
∂ui
∂xj
(1.3)
ou` (e i)i=1,2,3 est une base carte´sienne orthonorme´e.
Tout le long de cette the`se, l’analyse est limite´e au cadre de l’hypothe`se des petites
de´formations.
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2.1 Quelques e´le´ments sur les milieux continus ge´ne´ralise´s
Un milieu ge´ne´ralise´ est une extension du milieu continu classique de Cauchy, qui est
tre`s bien connu dans tous les manuels de “Me´canique des milieux continus”. Le milieu
classique suppose que pour chaque point mate´riel, il n’y a que trois degre´s de liberte´ (ddls)
de de´placement u (u1, u2, u3), et la mesure de de´formation est le gradient au premier ordre
des ddls, soit u ⊗∇. Ainsi un point mate´riel ne se de´place suivant que trois directions dans
l’espace 3D. Cette hypothe`se n’est plus suffisante dans les milieux ge´ne´ralise´s. Ces derniers se
composent de deux classes : milieu d’ordre supe´rieur ou` les nouveaux degre´s de liberte´ χ
∼
,Φ ...
sont introduits, milieu de degre´ supe´rieur ou` les gradients d’ordre supe´rieur u ⊗∇⊗∇... sont
utilise´s pour mesurer la de´formation. Dans les parties suivantes, les milieux continus typiques
sont pre´sente´s :
2.1.1 Milieu de Cosserat
Ce milieu est l’arche´type du milieu d’ordre supe´rieur. Il y a un autre nom pour ce
milieu continu ge´ne´ralise´ : milieu micropolaire (comme dans quelques contributions). Il est
nomme´ Cosserat en l’honneur des fre`res Cosserat dont l’ouvrage commun (Cosserat and
Cosserat, 1909) e´tait oublie´ pendant une longue pe´riode. Ce milieu est conside´re´ comme une
collection continue de particules. Chacune de dernie`res se comporte comme un corps rigide.
Par conse´quent, chaque point mate´riel est de´crit par ses de´placements et la rotation de sa
microstructure. Ainsi, les composantes du vecteur rotation Φ (Φ1,Φ2,Φ3) sont ajoute´s comme
les degre´s de liberte´ supple´mentaires. Ici, seulement les caracte´ristiques essentielles du milieu
de Cosserat sont aborde´es, pour plus de de´tails, le livre (Cosserat and Cosserat, 1909) vient
d’eˆtre republie´ a` l’occasion de la confe´rence Cosserat100.
– Degre´s de liberte´ :
u (u1, u2, u3) Φ (Φ1,Φ2,Φ3) (2.1)
– Mesures de de´formation (de´formation et courbure) :
e∼ = u ⊗∇+ ∼.Φ eij = ui,j + ijkΦk (2.2)
κ∼ = Φ ⊗∇ κij = Φi,j (2.3)
– Loi de comportement :
– Elasticite´ isotrope :
σ∼ = λ1∼tre∼ + 2µe∼
sym + 2µce∼
as σij = λekk + (µ+ µc)eij + (µ− µc)eij (2.4)
m∼ = α1∼trκ∼ + 2βκ∼
sym + 2γκ∼
as mij = αekk + (β + γ)κij + (β − γ)κij (2.5)
ou` A∼
sym,A∼
as sont respectivement les parties syme´trique Asymij = A
sym
ji et anti–
syme´trique Aasij = −Aasji du tenseur A∼ .
– Elasticite´ orthotrope bidimensionnelle :
σ11
σ22
σ12
σ21
m31
m32

=

y1111 y1122 0 0 0 0
y1122 y2222 0 0 0 0
0 0 y1212 y1221 0 0
0 0 y1221 y2121 0 0
0 0 0 0 c3131 0
0 0 0 0 0 c3232


e11
e22
e12
e21
κ31
κ32

(2.6)
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– Equations d’e´quilibre :
σ∼ .∇+ f = 0 σij,j + fi = 0 (2.7)
m∼ .∇− ∼ : σ∼ + c mij,j − ijkσjk + ci = 0 (2.8)
ou` σ∼ est le tenseur des contraintes ge´ne´ralement non syme´triques et m∼ est le tenseur
des couples de contraintes. Les efforts volumiques sont les forces f et les couples m .
2.1.2 Milieu du second-gradient
Le milieu du second-gradient est une repre´sentation de la classe des milieux de degre´
supe´rieur ou` il n’y pas de ddls supple´mentaires mais le second gradient de de´placement est
compte´ comme les mesures de de´formation. Un petit re´sume´ de ce milieu est ensuite pre´sente´ :
– Degre´s de liberte´ :
u (u1, u2, u3) ui (2.9)
– Mesures de de´formation (premier et second gradients du de´placement) :
ε∼ =
1
2
(u ⊗∇+ (u ⊗∇)T ) εij = 12(ui,j + uj,i) (2.10)
K∼ = u ⊗∇⊗∇ Kijk = ui,jk (2.11)
– Loi de comportement :
– Elasticite´ ge´ne´ralise´e
σ∼ = C≈ : ε∼, M∼ = A∼∼∼
...K∼ (2.12)
– Elasticite´ isotrope :
σij = λεppδij + 2µεij (2.13)

S111
S112
S221
S222
S121
S122

=

2a 0 a1 + 2a2 0 0 a1 + 2a3
0 2(a2 + a4) 0 a1 + 2a2 a1 + 2a5 0
a1 + 2a2 0 2(a2 + a4) 0 0 a1 + 2a5
0 a1 + 2a2 0 2a a1 + 2a3 0
0
1
2
a1 + a5 0
1
2
a1 + a3 a345 0
1
2
a1 + a3 0
1
2
a1 + a5 0 0 a345


M111
M112
M221
M222
M121
M122

(2.14)
ou` ai est la longueur interne (son unite´ est en MPamm2) de mate´riau et a = a1+a2+
a3 + a4 + a5, a345 = a3 + 2a4 + a5. L’e´quation (2.13) est la loi e´lastique classique
de Hooke.
– Elasticite´ orthotrope :
C≈ =
C1111 C1122 0C1122 C2222 0
0 0 C1212
 A∼∼∼ =

A11 A12 A13 0 0 0
A12 A22 A23 0 0 0
A13 A23 A33 0 0 0
0 0 0 A44 A45 A46
0 0 0 A45 A55 A56
0 0 0 A46 A56 A66

(2.15)
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Une explication plus de´taille´e de cette matrice d’e´lasticite´ sera donne´e dans le chapitre
5.
– Equation d’e´quilibre du milieu du second-gradient :
τ∼.∇X = 0 τ∼ = σ∼ −M∼ .∇X (2.16)
ou` M∼ est le tenseur des hypercontraintes (Mindlin and Eshel, 1968).
2.1.3 Milieu micromorphe
Le milieu le plus ge´ne´ralise´ actuellement connu est le milieu micromorphe (Germain,
1973). Sa formulation est comme un milieu d’ordre supe´rieur, il peut se re´duire a` mode`le de
milieu de Cosserat ou avec la condition de liaison interne pertinente, il se re´duit a` milieu
second–gradient (milieu de degre´ supe´rieur).
– Degre´s de liberte´ :
u χ
∼
ui χij (2.17)
ou` χ
∼
est un tenseur d’ordre 2 nomme´ tenseur de micro-de´formation.
– Mesures de de´formation (de´formation, de´formation relative et gradient de micro–
de´formation) :
ε∼ = (u ⊗∇)sym εij = (ui,j)sym (2.18)
e∼ = u ⊗∇− χ∼ eij = ui,j − χij (2.19)
κ∼ = χ∼ ⊗∇ Kijk = χij,k (2.20)
Ce milieu se transforme a` autre mode`les de milieu ge´ne´ralise´ avec des restrictions
supple´mentaires :
– le mode`le de milieu second–gradient est trouve´ si χ
∼
= u ⊗∇
– le mode`le de milieu de Cosserat est trouve´ si χ
∼
= χ
∼
as
– Loi de comportement e´lastique isotrope :
σij = λεppδij + 2µεij + g1eppδij + g2(eij + eij) (2.21)
sij = g1εppδij + 2g2εij + b1eppδij + b2eij + b3eji (2.22)
Spqr = A1(Kriiδpq +Kiipδqr) +A2(Kiiqδpr +Kiriδpq) (2.23)
+A3Kjjrδpq +A4Kpiiδqr +A5(Kipiδqr +Kqiiδpr) +A8Kiqiδqr
+A10Kpqr +A11(Kqrp +Krpq) +A13Kprq +A14Kqpr +A15Krqp
ou` gi, bi, Aij dans les e´quations (2.21 - 2.23) sont les modules d’e´lasticite´ ge´ne´ralise´s qui
font intervenir des longueurs internes du mate´riau.
– Equations d’e´quilibre :
(σ∼ + s∼).∇+ f = 0 (σij + sij),j + fi = 0 (2.24)
S∼ .∇+ s∼+ P∼ = 0 Sijk,k + sij + Pij = 0 (2.25)
ou` apparaissent les contraintes usuelles σ∼ , les contraintes relatives s∼ et les doubles
contraintes S∼ .
Dans toutes ces lois, on voit intervenir de nouveaux parame`tres mate´riaux par rapport
aux modules usuels de l’e´lasticite´. L’objectif de cette the`se est de pre´senter et discuter des
me´thodes d’estimation de ces constantes a` partir de la connaissance de l’architecture du
mate´riau et du comportement des constituents.
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Fig. 2.1 – Mode`le de la poutre & conditions aux limites
2.2 Calcul analytique
Dans cette section, l’approche analytique par les milieux ge´ne´ralise´s est pre´sente´e afin
de bien illustrer le fonctionnement de ces mode`les. Un proble`me de double cisaillement est
conside´re´ sur la figure 2.1, la poutre homoge`ne sera mode´lise´e successivement par le milieu de
Cosserat, le milieu du second–gradient et le milieu micromorphe. L’objectif de cette section
est de donner une vue plus de´taille´e des milieux ge´ne´ralise´s et de comparer le calcul analytique
avec le calcul par e´le´ments finis, graˆce aux mode`les des milieux ge´ne´ralise´s, imple´mente´s dans
le code Ze´bulon. La courbe de de´placement horizontal dans le cas de l’approche par le milieu
de Cosserat sera re´utilise´e dans le chapitre 5.
2.2.1 Approche par le milieu de Cosserat/milieu micropolaire
Les conditions aux limites dans le cas de milieu de Cosserat sont de la forme suivante :
u1 =
δ
2
, u2 = 0,Φ = Φ3 = 0 (2.26)
en x2 = h, ou` δ est le glissement impose´,
u1 = −δ2 , u2 = 0,Φ = Φ3 = 0 (2.27)
en x2 = −h.
Les microrotations sont suppose´es nulles en haut et en bas, simulant un encastrement du
milieu de Cosserat. On s’inte´resse ici a` une solution invariante selon x1 de sorte que les
champs de de´placement et de micro–rotation cherche´s ne de´pendent que de x2.
Degre´s de liberte´ & e´quations d’e´quilibre
Les degre´s de liberte´ et les mesures de de´formation sont pre´sente´s dans les e´quations (2.1
- 2.3), ils sont rapidement rappele´s ici :
eij = ui,j + ijkΦk κij = Φi,j
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la fonction de de´placement et de micro–rotation est cherche´e sous la forme inde´pendante de
x1 :
u = u(x2)e 1 Φ = Φ(x2)e 3
Ainsi les tenseurs des mesures de de´formation sont calcule´s :
[e] =
 0 u
′ +Φ 0
−Φ 0 0
0 0 0
 [κij ] =
0 0 00 0 0
0 Φ′ 0
 (2.28)
ou` u′ =
∂u
∂x2
. A partir des e´quations d’e´quilibre (2.7 -2.8), nous e´tablirons la fonction de
de´placement et de micro–rotation. Deux lois de comportement sont conside´re´es :
Cosserat isotrope (les e´quations 2.4 - 2.5)
Mettons β = γ pour simplifier le calcul :
σ∼ = λ(trace e∼)1∼ + 2µe∼
sym + 2µce∼
sk m∼ = α(traceκ∼)1∼ + 2βκ∼ (2.29)
en combinaison avec (2.28), les expressions de´taille´es de de´placement et micro–rotation sont
trouve´es :
σ12 = µu′ + µcu′ + 2µcΦ σ21 = µu′ − µcu′ − 2µcΦ m32 = 2βΦ′ (2.30)
Remplacons-les dans les e´quations d’e´quilibre (2.7 -2.8) :
µu′′ + µcu′′ + 2µcΦ′ = 0⇔ u′′ = − 2µc
µ+ µc
Φ′ (2.31)
m32,2 +m31,1 − σ12,2 + σ21,1 = 0
⇔ 2βΦ′′ − 2µcu′ − 4µcΦ = 0
⇔ βΦ′′ − µcu′ − 2µcΦ = 0
⇔ u′ = β
µc
Φ”− 2Φ (2.32)
=⇒ u′′ = β
µc
Φ′′′ − 2Φ′ (2.33)
Conside´rons aussi (2.31), nous avons :
− 2µc
µ+ µc
Φ′ =
β
µc
Φ′′′ − 2Φ′(
2− 2µc
µ+ µc
)
Φ′ =
β
µc
Φ′′′
2µ
µ+ µc
Φ′ =
β
µc
Φ′′′
Φ′′′ =
2µµc
β(µ+ µc)
Φ′
θ′′(x) = ω2θ(x) (2.34)
ou` nous supposons que
2µµc
β(µ+ µc)
= ω2 > 0, condition remplie lorsque les tenseurs d’e´lasticite´
sont de´finis positifs. La solution de (2.34) est connue sous la forme :
θ(x) = C1 cosh(ωx) + C2 sinh(ωx) (2.35)
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=⇒ φ(x) = C1
ω
sinh(ωx) +
C2
ω
cosh(ωx) + C3 (2.36)
La condition aux deux extreˆmite´s Φ(h) = Φ(−h) = 0 nous donne :
C1
ω
sinh(ωh) +
C2
ω
cosh(ωh) + C3 = 0
−C1
ω
sinh(ωh) +
C2
ω
cosh(ωh) + C3 = 0
=⇒ Φ(h)− Φ(−h) = 0
=⇒ C1 = 0
=⇒ Φ(x) = C2
ω
cosh(ωx) + C3 (2.37)
De (2.35), nous trouvons :
θ′(x) = φ′′(x) = ωC2 cosh(ωx) (2.38)
et de (2.33), nous trouvons :
u′ =
β
µc
ωC2 cosh(ωx)− 2C2
ω
cosh(ωx)− 2C3 (2.39)
⇒ u =
(
β
µc
− 2
ω2
)
C2 sinh(ωx)− 2C3x+ C4 (2.40)
Les conditions aux limites u(h) = −u(−h) = δ
2
me`nent a` :
u(h) =
(
β
µc
− 2
ω2
)
C2 sinh(ωh)− 2C3h+ C4 = δ2
u(−h) = −
(
β
µc
− 2
ω2
)
C2 sinh(ωh) + 2C3h+ C4 = −δ2
⇒ u(h) + u(−h) = 0⇒ C4 = 0
⇒ u(x) =
(
β
µc
− 2
ω2
)
C2 sinh(ωx)− 2C3x (2.41)
Remplacons Φ(h) = 0 dans (2.37), le coefficient C3 est trouve´ :
Φ(h) =
C2
ω
cosh(ωh) + C3 = 0⇒ C3 = − 1
ω
cosh(ωh)C2 (2.42)
Remplacons (2.42) dans (2.40), les conditions aux limites se transforment :
u(h) =
(
β
µc
− 2
ω2
)
C2 sinh(ωh)− 2C3h = δ2
u(h) =
(
β
µc
− 2
ω2
)
C2 sinh(ωh) + 2
1
ω
cosh(ωh)C2h =
δ
2
(2.43)
Nous en extrayons le coefficient C2 :
⇒ C2 = δ
2
[(
β
µc
− 2
ω2
)
sinh(ωh) + 2
1
ω
cosh(ωh)h
] (2.44)
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Φ3 isotrope - EF
U1 isotrope - EF
Φ3 (x)
U1(x)
x2 (mm)
210-1-2
0.15
0.1
0.05
0
-0.05
-0.1
-0.15
Fig. 2.2 – De´placement u et micro–rotation Φ lors d’un essai de double cisaillement selon
la solution analytique et le calcul par e´le´ments finis, dans un cas de comportement e´lastique
isotrope. Les proprie´te´s du mate´riau : E = 70000 MPa, ν = 0,3 ; µ =
E
2(1 + ν)
; µc = 100000
MPa ; γ = β = 30000 MPamm2.
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Elasticite´ orthotrope
La loi de comportement (2.6) de milieu homoge`ne de Cosserat est rappele´e :
σ11
σ22
σ12
σ21
m31
m32

=

y1111 y1122 0 0 0 0
y1122 y2222 0 0 0 0
0 0 y1212 y1221 0 0
0 0 y1221 y2121 0 0
0 0 0 0 c3131 0
0 0 0 0 0 c3232


e11
e22
e12
e21
κ31
κ32

A partir des matrices dans (2.28) :
σ12 = y1212e12 + y1221e21 = y1212(u′ +Φ) + y1221(−Φ) (2.45)
σ21 = y1221e12 + y2121e21 = y1221(u′ +Φ) + y2121(−Φ) (2.46)
m32 = c3232κ32 = c3232Φ′ (2.47)
De fac¸on similaire, toujours suivant les e´quations d’e´quilibre (2.7 − 2.8) du milieu Cosserat,
le second–gradient de de´placement est trouve´ :
y1212(u” + Φ′)− y1221Φ′ = 0⇔ u” = y1221
y1212
Φ′ − Φ′ (2.48)
c3232Φ”− y1212(u′ +Φ) + y1221Φ+ y1221(u′ +Φ)− y2121Φ = 0
⇔ u′(y1212 − y1221) = c3232Φ” + (2y1221 − y1212 − y2121)Φ
⇔ u′ = c3232
y1212 − y1221Φ” +
2y1221 − y1212 − y2121
y1212 − y1221 Φ (2.49)
⇒ u′′ = c3232
y1212 − y1221Φ
′′′ +
2y1221 − y1212 − y2121
y1212 − y1221 Φ
′ (2.50)
En utilisant (2.48) et (2.50), les e´quations diffe´rentielles sont trouve´es :
y1221
y1212
Φ′ − Φ′ = c3232
y1212 − y1221Φ
′′′ +
2y1221 − y1212 − y2121
y1212 − y1221 Φ
′
y1221
y1212
Φ′ − Φ′ = c3232
y1212 − y1221Φ
′′′ +
(y1221 − y1212) + (y1221 − y2121)
y1212 − y1221 Φ
′
Φ′
(
y21221 − y1212y2121
y1212(y1221 − y1212)
)
=
c3232
y1212 − y1221Φ
′′′
Φ′′′ =
(
y1212y2121 − y21221
c3232y1212
)
Φ′ (2.51)
(2.52)
Mettons Φ′(x) = θ(x) et ω2 =
y1212y2121 − y21221
c3232y1212
(la positivite´ du tenseur d’e´lasticite´ garantit
la positivite´ de ω2), l’e´quation (2.52) s’e´crit :
θ′′ = ω2θ (2.53)
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Donc, nous cherchons la solution sous la forme : θ(x) = C1 cosh(ωx) + C2 sinh(ωx)
⇒ Φ(x) = C1
ω
sinh(ωx) +
C2
ω
cosh(ωx) + C3 (2.54)
et
⇒ Φ′′(x) = ω(C1 sinh(ωx) + C2 cosh(ωx)) (2.55)
Retournons a` (2.49), mettons : β =
c3232
y1212 − y1221 et γ =
2y1221 − y1212 − y2121
y1212 − y1221 , en conside´rant
e´galement (2.54) et (2.55), l’e´quation s’e´crit :
u′ = βΦ′′ + γΦ = βω(C1 sinh(ωx) + C2 cosh(ωx)) +
γ
ω
[C1 sinh(ωx) + C2 cosh(ωx)] + γC3
=
(
βω +
γ
ω
)
[C1 sinh(ωx) + C2 cosh(ωx)] + γC3 (2.56)
=⇒ u =
(
β +
γ
ω2
)
[C1cosh(ωx) + C2sinh(ωx)] + γC3x+ C4 (2.57)
Appliquons les conditions aux limites a` (2.54) et a` (2.57) :
Φ(h) = 0⇒ C1
ω
sinh(ωh) +
C2
ω
cosh(ωh) + C3 = 0
Φ(−h) = 0⇒ −C1
ω
sinh(ωh) +
C2
ω
cosh(ωh) + C3 = 0
⇒ Φ(h)− Φ(−h) = 0⇒ C1 = 0 (2.58)
La condition Φ(h) = 0 nous donne :
C3 =
−C2
ω
cosh(ωh) (2.59)
Par conse´quent, (2.57) devient :
u =
(
β +
γ
ω2
)
C2 sinh(ωx) + γC3x+ C4 (2.60)
u(h) =
δ
2
⇒
(
β +
γ
ω2
)
C2 sinh(ωh) + γC3h+ C4 =
δ
2
u(−h) = −δ
2
⇒ −
(
β +
γ
ω2
)
C2 sinh(ωh)− γC3h+ C4 = −δ2
u(h) + u(−h) = 0⇒ C4 = 0 (2.61)
Mettons (2.59) a` u(h) =
δ
2
, nous trouvons :
C2 =
δ
2
[(
β +
γ
ω2
)
sinh(ωh)− γh
ω
cosh(ωh)
] (2.62)
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Φ3−−EF
U1−−EF
Φ(x)
u(x)
x2 (mm)
210-1-2
1
0.5
0
-0.5
-1
Fig. 2.3 – De´placement u et micro–rotation Φ lors d’un essai de double cisaillement selon
les re´sultats du calcul analytique et par e´le´ments finis, dans un cas du milieu de Cosserat
orthotrope. Les modules de rigidite´ du mate´riau : c3232 = 878 MPamm2 ; y1212 = 241250
MPa ; y1221 = -128383 MPa ; y2121 = 69188 MPa.
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2.2.2 Approche par la the´orie du second-gradient
On donne ici la solution du proble`me de double cisaillement de la figure 2.1 dans le cas ou`
le milieu conside´re´ est orthotrope du second gradient. Les conditions aux limites sont alors :
u1 =
δ
2
, u2 = 0, u′ = 0 en x2 = h (2.63)
u1 =
−δ
2
, u2 = 0, u′ = 0 en x2 = −h (2.64)
La nullite´ de la de´rive´e de u exprime l’encastrement pour le milieu du second gradient.
L’e´quation d’e´quilibre du milieu du second-gradient :
τ∼.∇ = 0 τ∼ = σ∼ −M∼ .∇ (2.65)
ou` M∼ est le tenseur des contraintes d’ordre supe´rieur lie´ au tenseur de second-gradient du
de´placement dans l’expression du travail des forces internes :
p = σ∼ : u ⊗∇+M∼
...u ⊗∇⊗∇ (2.66)
Notre objectif est de trouver le de´placement sous la forme U = u2(X2)e 1, donc, les mesures
de de´formations ε∼,K∼ sont :
u ⊗∇ = U ′e 1 ⊗ e 2 K∼ = U ′′e 1 ⊗ e 2 ⊗ e 2 (2.67)
Les contraintes sont ainsi calcule´es :
σ∼ = C≈ : ε∼, M∼ = A∼∼∼
...K∼ (2.68)
Dans le cas d’un mate´riau e´lastique orthotrope, les matrices d’e´lasticite´ C≈ et A∼∼∼
s’e´crivent
successivement :
[C≈ ] =
C1111 C1122 0C1122 C2222 0
0 0 C1212
 [A∼∼∼ ] =

A11 A12 A13 0 0 0
A12 A22 A23 0 0 0
A13 A23 A33 0 0 0
0 0 0 A44 A45 A46
0 0 0 A45 A55 A56
0 0 0 A46 A56 A66

(2.69)
ou` les modules de rigidite´ Aij sont lie´s aux constantes d’e´lasticite´ utilise´es dans (Auffray
et al., 2009; Auffray et al., 2010) :
[A11 A12 A13 A22 A23 A33] =
[
A111111 A111122
√
2A111212 A122122
√
2A122212 2A212212
]
(2.70)
[A44 A45 A46 A55 A56 A66] =
[
A222222 A222211
√
2A222121 A211211
√
2K211121 2K121121
]
(2.71)
ou` :
σ∼ = σ12e 1 ⊗ e 2 = 2C1212ε12e 1 ⊗ e 2 (2.72)
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m∼ = A122122K122e 1 ⊗ e 2 ⊗ e 2 (2.73)
Suite a` l’e´quation (2.65), nous avons :
τ12,2 = 0
σ12,2 −M122,22 = 0
2C1212ε12,2 −A122122K122,22 = 0
C1212u
′′ −A122122u′′′′ = 0 (2.74)
Afin de simplifier le calcul, nous notons :
C1212
A122122
= ω2 > 0 pour des raisons de positivite´ des
tenseurs d’e´lasticite´. Notons e´galement u′′(x2) = θ(x), l’e´quation (2.74) s’e´crit alors :
θ′′(x) =
C1212
A122122
θ(x) = ω2θ(x) (2.75)
Nous cherchons ainsi θ(x) = C1 cosh(ωx) + C2 sinh(ωx)
⇒ u(x) = C1
ω2
cosh(ωx) +
C2
ω2
sinh(ωx) + C3x+ C4 (2.76)
Les conditions aux limites sont re´pe´te´es :
u(h) = −u(−h) = δ
2
u′(h) = u′(−h) = 0 (2.77)
ou` le gradient de u(x) s’e´crit :
u′(x) =
C1
ω
sinh(ωx) +
C2
ω
cosh(ωx) + C3 (2.78)
⇒
u′(h) =
C1
ω
sinh(ωh) +
C2
ω
cosh(ωh) + C3 = 0 (2.79)
u′(−h) = −C1
ω
sinh(ωh) +
C2
ω
cosh(ωh) + C3 = 0 (2.80)
A partir des conditions aux limites de u′(x), les relations suivantes sont obtenues :
C1 = 0 C3 = −C2
ω
cosh(ωh) (2.81)
les coefficients sont apre`s totalement de´finis graˆces a` (2.77) :
C4 = 0 C2 =
δ
2
[
sinh(ωh)
ω2
− h
ω
cosh(ωh)
] (2.82)
Donc :
u(x) =
δ
2ω2
[
sinh(ωh)
ω2
− h
ω
cosh(ωh)
] sinh(ωx)− C2
ω
cosh(ωh)x (2.83)
La figure 2.4 montre les fonctions de u et de u ⊗∇.
18
CHAPITRE 2. PREMIERS E´LE´MENTS DE ME´CANIQUE DES MILIEUX CONTINUS
GE´NE´RALISE´S ET D’HOMOGE´NE´ISATION
u,(x)
u(x)
x2 (mm)
210-1-2
0.6
0.4
0.2
0
-0.2
-0.4
-0.6
Fig. 2.4 – De´placement et sa de´rive´e pour un essai de double cisaillement d’un milieu
orthotrope du second gradient. Les proprie´te´s du mate´riau : C1212 = 50000 MPa ; A122122
= 12000 MPamm2.
Degre´s de liberte´ u , χ
∼
u ⊗∇
Mesures de de´formation e∼ = u ⊗∇− χ∼
K∼ = χ∼ ⊗∇
Equations d’e´quilibre (σ∼ + s∼).∇ = 0
(en l’absence d’efforts volumiques) S∼ .∇+ s∼ = 0
Tab. 2.1 – Quelques points essentiels du milieu micromorphe
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2.2.3 Approche par le milieu micromorphe
Quelques points essentiels du milieu micrmorphe sont d’abord pre´sente´s dans le tableau
2.1. On cherche une solution pour le de´placement u et la micro–de´formation χ
∼
sous la forme :
u = u(x2)e 1 (2.84)
χ
∼
= χ
∼
(x2) =
(
0 χ12
χ21 0
)
(2.85)
A partir de (2.84) et (2.85), nous calculons des mesures de de´formation ainsi que les contraintes
supe´rieures :
u ⊗∇ =
(
0 u′
0 0
)
(2.86)
⇒ ε∼ =
1
2
(
0 u′
u′ 0
)
(2.87)
e∼ = u ⊗∇− χ∼ = u
′e 1 ⊗ e 2 − χije i ⊗ e j =
(
0 −χ12 + u′
−χ21 0
)
(2.88)
K∼ = χ⊗∇ = χ′12e 1 ⊗ e 2 ⊗ e 2 + χ′21e 2 ⊗ e 1 ⊗ e 2 (2.89)
ou` u′ =
δu
δx2
. Sous la forme d’un vecteur,le tenseur K∼ s’e´crit comme dans (2.90), ou` χ
′
12 =
K122 = K2 χ′21 = K212 = K3 :
S111
S122
S212
S221
S112
S121
S211
S222

=

A11 A12 A13 A14 0 0 0
A12 A22 A23 A24 0 0 0
A13 A23 A33 A34 0 0 0
A14 A24 A34 A44 0 0 0
0 0 0 0 Ab33 A
b
14 A
b
23 A
b
13
0 0 0 0 Ab14 A
b
44 A
b
24 A
b
34
0 0 0 0 Ab23 A
b
24 A
b
22 A
b
12
0 0 0 0 Ab13 A
b
34 A
b
12 A
b
11


K111
K122
K212
K221
K112
K121
K211
K222

(2.90)
Les lois de comportement e´lastique dans le milieu micromorphe : (sans compte du couplage
entre ε∼, e∼ et K∼ car la structure est centro-syme´trique)
σ∼ = C≈ : ε∼ (2.91)
s∼ = B≈ : e∼ (2.92)
S∼ = A∼∼∼
...K∼ (2.93)
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ou` C≈ ,B≈ et A∼∼∼
sont des tenseurs syme´triques (syme´tries majeures uniquement). Ces relations
tensorielles sont concre´tise´es comme suivant :
σ12 = σ21 = 2C1212ε12 = C1212u′ (2.94)
s12 = B1212e12 +B1221e21 = B1212(u′ − χ12) +B1221(−χ21) (2.95)
s21 = B2112e12 +B2121e21 = B2112(u′ − χ12) +B2121(−χ21) (2.96)
S122 = A22K2 +A23K3 = A22χ′12 +A23χ
′
21 (2.97)
S212 = A23K2 +A33K3 = A23χ′12 +A33χ
′
21 (2.98)
Remplacer les contraintes (2.98) dans les e´quations d’e´quilibre :
σij,j + sij,j = 0 sij + Sijk,k = 0 (2.99)
⇐⇒ σ12,2 + s12,2 = 0 (2.100)
s11 + S112,2 = 0 (2.101)
s22 + S222,2 = 0 (2.102)
s12 + S122,2 = 0 (2.103)
s21 + S212,2 = 0 (2.104)
ou` s11 = s22 = 0 S112 = S222 = 0, nous obtenons donc trois e´quations diffe´rentielles :
B1212(u”− χ′12) +B1221(−χ′21) + C1212u′′ = 0 (2.105)
B1212(u′ − χ12) +B1221(−χ21) +A22K ′2 +A23K ′3 = 0 (2.106)
B2121(−χ21) +B2112(u′ − χ12) +A23K ′2 +A33K ′3 = 0 (2.107)
⇐⇒
(C1212 +B1212)u” = B1212χ′12 +B1221χ
′
21 (2.108)
B1212u
′ = B1212χ12 +B1221χ21 −A22χ”12 −A23χ”21 (2.109)
B2112u
′ = B2112χ12 +B2121χ21 −A23χ”12 −A33χ”21 (2.110)
(2.108),( 2.109),(2.110) =⇒
u” =
B1212
C1212 +B1212
χ′12 +
B1221
C1212 +B1212
χ′21 (2.111)
u” = χ′12 +
B1221
B1212
χ′21 −
A22
B1212
χ′′′12 −
A23
B1212
χ′′′21 (2.112)
u” = χ′12 +
B2121
B2112
χ′21 −
A23
B2112
χ′′′12 −
A33
B2112
χ′′′21 (2.113)
La soustraction (2.111) -(2.112) conduit a`
− C1212
C1212 +B1212
χ′12 +
(
B1221
C1212 +B1212
− B1221
B1212
)
χ′21 +
A22
B1212
χ′′′12 +
A23
B1212
χ′′′21 = 0 (2.114)
La soustraction (2.111) -(2.113) conduit a`
− C1212
C1212 +B1212
χ′12 +
(
B1221
C1212 +B1212
− B2121
B2112
)
χ′21 +
A23
B2112
χ′′′12 +
A33
B2112
χ′′′21 = 0 (2.115)
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Nous introduisons les constantes :
α1 := − C1212
C1212 +B1212
α2 :=
A22
B1212
α3 :=
A23
B2112
(2.116)
β1 :=
(
B1221
C1212 +B1212
− B1221
B1212
)
β2 :=
A23
B1212
β3 :=
(
B1221
C1212 +B1212
− B2121
B2112
)
β4 :=
A33
B2112
(2.117)
Les e´quations diffe´rentielles (2.114) et (2.115) deviennent un syste`me d’e´quations
diffe´rentielles couple´es : {
α1χ
′
12 + α2χ
′′′
12 + β1χ
′
21 + β2χ
′′′
21=0
α1χ
′
12 + α3χ
′′′
12 + β3χ
′
21 + β4χ
′′′
21=0
(2.118)
En posant ξ1 = χ′12 ξ2 = χ′21, nous pouvons mettre ce syste`me sous forme matricielle :α1 + α2 d
2
dx2
β1 + β2
d2
dx2
α1 + α3
d2
dx2
β3 + β4
d2
dx2
(ξ1
ξ2
)
= 0 (2.119)
ou`
d2
dx2
est un ope´rateur de de´rive´e d’ordre 2. Cette e´quation a toujours la solution triviale
ξ1 = ξ2 = 0 sauf lorsque son de´terminant est nul. Par conse´quent, nous cherchons :
det
∣∣∣∣∣∣∣
α1 + α2
d2
dx2
β1 + β2
d2
dx2
α1 + α3
d2
dx2
β3 + β4
δ2
δx2
∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (2.120)
Nous obtenons par exemple pour ξ1 :[
α1(β3 − β1) + (α2β3 + α1β4 − β1α3 − α1β2) d
2
dx2
+ (α2β4 − β2α3) d
4
dx4
]
(ξ1) = 0 (2.121)
L’e´quation :
α1(β3 − β1) + (α2β3 + α1β4 − β1α3 − α1β2)t+ (α2β4 − β2α3)t2 = 0 (2.122)
est mise comme l’e´quation caracte´ristique de l’e´quation (2.121), peut avoir deux solutions
complexes ou re´elles t1 , t2. En supposant que les tenseurs d’e´lasticite´ sont de´finis positifs,
les solutions sont re´elles positives 0 < t1 = ω21 < t2 = ω
2
2, soit :
B2 − 4AC ≥ 0
C
A
≥ 0
−B
A
≥ 0
(2.123)
ou` 
A= (α2β4 − β2α3)
B=(α2β3 + α1β4 − β1α3 − α1β2)
C= α1(β3 − β1)
(2.124)
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Dans ce cas, la solution d’e´quation (2.119) est trouve´e sous la forme :
ξ =
(
ξ1
ξ2
)
=
(
C1
C5
)
cosh(ω1x) +
(
C2
C6
)
sinh(ω1x) +
(
C3
C7
)
cosh(ω2x) +
(
C4
C8
)
sinh(ω2x)
(2.125)
ou` les constants Ci sont a` de´terminer. Le vecteur ξ ′′ est donc :
ξ ′′ =
(
ξ′′1
ξ′′2
)
= ω21[
(
C1
C5
)
cosh(ω1x)+
(
C2
C6
)
sinh(ω1x)]+ω22[
(
C3
C7
)
cosh(ω2x)+
(
C4
C8
)
sinh(ω2x)]
(2.126)
On remplace ξ dans (2.118), car (2.118) est ve´rifie´e par ∀ x, les coefficients sont ainsi nuls.
A partir de cette remarque, les relations entre les constantes sont trouve´es :
C5=−α1 + α2ω
2
1
β1 + β2ω21
C1=τ1C1
C6=−α1 + α2ω
2
1
β1 + β2ω21
C2=τ1C2
C7=−α1 + α2ω
2
2
β1 + β2ω22
C3=τ2C3
C8=−α1 + α2ω
2
2
β1 + β2ω22
C3=τ2C4
(2.127)
A partir des relations ci-dessus, en les combinant avec (2.125), les formulations de χ12 et χ21
sont :
χ12 =
1
ω1
[C1 sinh(ω1x) + C2 cosh(ω1x)] +
1
ω2
[C3 sinh(ω2x) + C4 cosh(ω2x)] + C9 (2.128)
χ21 =
τ1
ω1
[C1 sinh(ω1x) + C2 cosh(ω1x)] +
τ2
ω2
[C3 sinh(ω2x) + C4 cosh(ω2x)] + C10 (2.129)
Il y a 6 constantes a` chercher et 4 conditions aux limites. D’autre part, l’e´quation (2.108)
fournit le moyen de calculer u :
u′′ =
B1212
C1212 +B1212
χ′12 +
B1221
C1212 +B1212
χ′21 = η1χ
′
12 + η2χ
′
21
= (η1 + η2τ1)[C1 cosh(ω1x) + C2 sinh(ω1x)] + (η1 + η2τ2)[C3 cosh(ω2x) + C4 sinh(ω2x)]
(2.130)
⇒ u′ = η1 + η2τ1
ω1
[C1 sinh(ω1x)+C2 cosh(ω1x)]+
η1 + η2τ2
ω2
[C3 sinh(ω2x)+C4 cosh(ω2x)]+C11
(2.131)
⇒ u = η1 + η2τ1
ω21
[C1 cosh(ω1x)+C2 sinh(ω1x)]+
η1 + η2τ2
ω22
[C3 cosh(ω2x)+C4 sinh(ω2x)]+C11x+C12
(2.132)
Avec deux conditions aux limites u(h) = −u(−h) = δ
2
, il y 8 constants a` chercher et 6
e´quations. Il faut donc conside´rer aussi les e´quations (2.109) et (2.110) :
u′ = χ12 +
B1221
B1212
χ21 − A22
B1212
χ”12 − A23
B1212
χ”21 (2.133)
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u′ = χ12 +
B2121
B2112
χ21 − A23
B2112
χ”12 − A33
B2112
χ”21 (2.134)
La soutraction (2.134 )- (2.133) permet de trouver :
C10 = 0 (2.135)
La disparition de C10 et la comparaison des termes constants entre les e´quations (2.134) et
(2.131) indique que C9 = C11. Ainsi, il ne reste que 6 constantes C1 C2 C3 C4 C9 C12 avec 6
conditions aux limites, concre`tement :
1
ω1
[C1 sinh(ω1h) + C2 cosh(ω1h)] +
1
ω2
[C3 sinh(ω2h) + C4 cosh(ω2h)] + C9 = 0 (2.136)
1
ω1
[−C1 sinh(ω1h) + C2 cosh(ω1h)] + 1
ω2
[−C3 sinh(ω2h) + C4 cosh(ω2h)] + C9 = 0 (2.137)
τ1
ω1
[C1 sinh(ω1h) + C2 cosh(ω1h)] +
τ2
ω2
[C3 sinh(ω2h) + C4 cosh(ω2h)] = 0 (2.138)
τ1
ω1
[−C1 sinh(ω1h) + C2 cosh(ω1h)] + τ2
ω2
[−C3 sinh(ω2h) + C4 cosh(ω2h)] = 0 (2.139)
η1 + η2τ1
ω21
[C1 cosh(ω1h)+C2 sinh(ω1h)]+
η1 + η2τ2
ω22
[C3 cosh(ω2h)+C4 sinh(ω2h)]+C9h+C12 =
δ
2
(2.140)
η1 + η2τ1
ω21
[C1 cosh(ω1h)−C2 sinh(ω1h)]+η1 + η2τ2
ω22
[C3 cosh(ω2h)−C4 sinh(ω2h)]−C9h+C12 = −δ2
(2.141)
Apre`s quelques transformations simples, les constantes sont finalement trouve´es :
C1 = C3 = C12 = 0
C4 =
δ
2
[
U b sinh(ω2h)− h cosh(ω2h)
ω2
−
(
Ua − h cosh(ω1h)
ω1
)
τ2
ω2
sinh(ω2h)
ω1
τ1 cosh(ω1h)
]
(2.142)
C2 = − τ2
ω2
sinh(ω2h)
ω1
τ1 cosh(ω1h)
C4 (2.143)
C9 = −cosh(ω1h)
ω1
C2 − cosh(ω2h)
ω2
C4 (2.144)
ou` Ua =
η1 + η2τ1
ω21
et U b =
η1 + η2τ2
ω22
Les fonctions analytiques trouve´es sont indique´es dans
la figure 2.5.
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χ21(x)
χ12(x)
u(x)
x2 (mm)
6420-2-4-6
0.6
0.4
0.2
0
-0.2
-0.4
-0.6
Fig. 2.5 – Les solutions u1(x2), χ12, χ21 du proble`me de double cisaillement pour un milieu
orthotrope micromorphe. Les proprie´te´s du mate´riau : C1212 = 15000 MPa ; B1212 = 17000
MPa ; B1221 = 20000 MPa ; B2112 = 16000 MPa ; B2121 = 15000 MPa ; A22 = 23000 MPamm2 ;
A23 = 22000 MPamm2 ; A33 = 21000 MPamm2.
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2.3 Ge´ne´ralite´s sur l’homoge´ne´isation
2.3.1 VER et proprie´te´s effectives
Pour tous les mate´riaux, il existe une e´chelle a` parir de laquelle, le mate´riau est he´te´roge`ne.
Cependant, aux e´chelles plus hautes ou` le calcul de structure se re´alise, si toutes les
he´te´roge´ne´ite´s sont prises en compte, le calcul nume´rique deviendra trop “couˆteux”. Par
conse´quent, l’homoge´ne´isation multi-e´chelle est ne´e dans le but de fournir une approche des
mate´riaux he´te´roge`nes par un mode`le homoge`ne e´quivalent, qui diminue significativement
le calcul nume´rique. La me´thodologie d’homoge´ne´isation d’apre`s (Bornert et al., 2010) se
compose de trois e´tapes :
– Repre´sentation ou` un volume e´le´mentaire repre´sentatif (VER), dans lequel les
informations de la microstructure sont regroupe´es, est de´fini. Dans cette e´tape, il faut
distinguer le triplet microstructure/VER/structure et avoir connaissance de plusieurs
longueurs caracte´ristiques selon (Besson et al., 2009) :
– la taille des he´te´roge´ne´ite´s d ;
– la taille l du VER ;
– la taille L de la structure a` calculer a` l’aide du mode`le homoge`ne ;
– la longueur d’onde Lw des fluctuations des chargements applique´s a` la structure ;
– Localisation, ou` les champs locaux dans le VER attache´ au point mate´riel conside´re´
sont de´termine´s en resolvant un proble`me de micro–me´canique :
εij = (ui,j)s
lois locales de comportement
σij,j = 0 ∀x ∈ V
conditions aux limites et initiales
(2.145)
– Homoge´ne´isation ou` les proprie´te´s du milieu homoge`ne sont de´termine´es via une
proce´dure de moyenne sur tout le volume de VER.
< . >=
1
V
∫
V
(.)dV (2.146)
En ge´ne´ral, la condition de se´paration d’e´chelle est requise pour l’homoge´ne´isation“classique”
comme dans (Sanchez-Palencia and Zaoui, 1987) :
d l L,Lw (2.147)
Le mot “classique” exprime l’utilisation du mode`le de milieu continu de Cauchy comme
le mode`le homoge`ne e´quivalent et la proce´dure d’homoge´ne´isation de´crite dans l’ouvrage
(Sanchez-Palencia and Zaoui, 1987). Pour cette proce´dure, plusieurs conditions aux limites
sont utilise´es, ces conditions donnent sur un meˆme VER diffe´rentes proprie´te´s apparentes.
Mais ces dernie`res convergent vers des proprie´te´s uniques lorsque que la taille du VER est
atteinte. La valeur vers laquelle les proprie´te´s apparentes convergent est nomme´e proprie´te´
effective. Dans (Bornert et al., 2010), un exemple de la convergence des proprie´te´s apparentes
en fonction de la croissance de la taille de VER est indique´e. Le mate´riau utilise´ dans cette
analyse est un composite de type matrice-inclusion dont la microstructure pe´riodique est
constitue´e de plusieurs cellules carre´es avec une inclusion ronde comme le montre la figure
(2.6). Les deux mate´riaux constitutifs sont e´lastiques isotropes avec des modules Young peu
contraste´s, les valeurs effectives convergent ainsi rapidement comme le montre la figure 2.7.
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Fig. 2.6 – Le composite pe´riodique pre´sente´ dans (Bornert et al., 2010).
Fig. 2.7 – La convergence des proprie´te´s apparentes vers les proprie´te´s effectives du composite
de la figure 2.6 sous plusieurs conditions aux limites : DH–de´formation homoge`ne au contour,
CH–contrainte homoge`ne au contour, # – conditions pe´riodiques.
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2.3.2 Conditions aux limites et moyenne des champs locaux
Pour calculer les proprie´te´s effectives de MHE et e´tudier la convergence des proprie´te´s
apparentes, plusieurs conditions aux limites sont utilise´es ; Les plus fre´quemment utilise´es
sont les conditions de de´formation homoge`ne au contour (KUBC), de contraintes homoge`nes
au contour (SUBC), et les conditions aux limites pe´riodiques qui sont e´galement utilise´es dans
la figure 2.73. Le corps e´tudie´ est V de bord ∂V . Ces conditions sont pre´sente´es rapidement
ici parce qu’elles sont tre`s importantes :
– Conditions de de´formation homoge`ne au contour :
u = E∼
0.x ∀x ∈ ∂V (2.148)
– Conditions de contrainte homoge`ne au contour :
σ∼ .n = Σ∼
0.n ∀x ∈ ∂V (2.149)
– Conditions aux limites pe´riodiques :
u = E∼
0.x + v ∀x ∈ ∂V (2.150)
ou` v est pe´riodique sur les deux bords oppose´s. A cette condition de pe´riodicite´
de la fluctuation s’ajoute la condition d’anti-pe´riodicite´ des vecteurs contraintes
correspondants.
ou` les donne´es applique´es sont les tenseurs constants E∼
0 et Σ∼
0.
Apre`s l’e´tape de localisation des champs locaux en utilisant ces conditions aux limites,
une proce´dure de moyenne est ne´cessaire pour revenir au niveau global. Les tenseurs globaux
de contraintes et de de´formations macroscopiques Σ∼ ,E∼ au point mate´riel en conside´ration
sont calcule´s :
– Contraintes globales :
Σ∼ (X) =
1
V
∫
V
σ∼(x)dV
Σij =
1
V
∫
V
σikδkjdV
=
1
V
∫
V
σikxj,kdV
=
1
V
∫
V
σikxj,kdV
=
1
V
∫
V
(σikxj),kdV − 1
V
∫
V
σik,kxjdV
=
1
V
∫
∂V
σikxjnkdS (2.151)
En applicant la condition de contrainte homoge`ne aux limites :
Σij(X) = Σ0ik
1
V
∫
∂V
xjnkdS
= Σ0ik
1
V
∫
V
xj,kdV
= Σ0ikδkj = Σ
0
ij
(2.152)
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– De´formations globales :
E∼ (X) =
1
V
∫
V
ε∼(x)dV
Eij(X) =
1
V
∫
V
εijdV
=
1
2V
∫
V
(ui,j + uj,i)dV
=
1
2V
∫
∂V
(uinj + ujni)dS (2.153)
En applicant la condition de de´formation homoge`ne aux limites :
Eij =
1
2V
∫
∂V
(E0ikxknj + E
0
jkxkni)dS
=
1
2V
∫
V
(E0ikδkj + E
0
jkδki)dV
= E0ij (2.154)
ou en appliquant la condition pe´riodique en de´placement :
Eij =
1
2V
∫
∂V
(E0ikxknj + E
0
jkxkni)dS +
1
2V
∫
∂V
(vinj + vjni)dS
= E0ij +
1
2V
∫
∂V
(vinj + vjni)dS = E0ij (2.155)
car v (x) = v (−x) ∀x ∈ ∂V .
Dans cette the`se, nous allons conside´rer les conditions aux limites pre´ce´dentes mais aussi nous
les e´tendrons a` des conditions non-homoge`nes qui seront pre´sente´es dans le chapitre 4
2.3.3 Homoge´ne´isation d’ordre supe´rieur et conditions aux limites non-
homoge`nes
La the´orie d’homoge´ne´isation classique est de´veloppe´e en respectant la condition de
se´paration d’e´chelle (2.147). Pourtant, cette condition n’est pas ve´rifie´e dans de nombreux cas
de mate´riaux re´els : mate´riaux a` gros grains, des mate´riaux multicouches de type sandwich,
et lorsque la longueur caracte´ristique de sollicitation n’est pas beaucoup plus grande par
rapport a` l’he´te´rogne´ite´ du mate´riau. Afin de trouver un milieu effectif qui peut simuler le
comportement global, la me´thode d’homoge´ne´isation classique est e´largie a` l’homoge´ne´isation
d’ordre supe´rieur, ou` 4“la strate´gie d’homoge´ne´isation” reste inchange´e mais la condition de
se´paration d’e´chelle n’est plus prise en compte. L’apparition de la me´thode d’homoge´ne´isation
d’ordre supe´rieur entraine l’utilisation des conditions appele´es non–homoge`nes aux limites.
Ces dernie`res se basent sur le de´veloppement polynomial de Taylor :
u = E∼ .x +
1
2
D∼ : (x ⊗ x ) +
1
6
D∼
...(x ⊗ x ⊗ x ) + .... (2.156)
L’ordre du de´veloppement a` conside´rer pour donner une bonne estimation du comportement
effectif fait encore l’objet de discussions et il de´pend e´galement au mode`le de milieu continu
choisi comme milieu de substitution. Une pre´sentation plus de´taille´e de cette nouvelle me´thode
d’homoge´ne´isation sera mentione´e dans le chapitre 4.
3Il faut remarquer que dans la convergence des proprie´te´s effectives, les conditions pe´riodiques aux limites
ne de´pendent pas de la taille des VEs. Cette strate´gie d’homoge´ne´isation reviendra dans le chapitre 4 afin
d’examiner les fluctuations aux bords d’une cellule unitaire pe´riodique.
4la strate´gie d’homoge´ne´isation : attache d’un VER a` un un point mate´riel en conside´ration, calcul des
champs locaux, de´termination des moyennes et des proprie´te´s effectives.
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3.1 Mode´lisation des mate´riaux he´te´roge`nes par le mode`le de
Cosserat
Tre`s toˆt, certains auteurs ont propose´ de remplacer un milieu composite par un milieu
homoge`ne de Cosserat afin d’ame´liorer la pre´vision de la re´ponse des structures a` des
sollicitations complexes (Besdo, 1985). Une telle proce´dure d’homoge´ne´isation syste´matique
a e´te´ propose´e plus re´cemment par (Forest and Sab, 1998a). On a chois de commencer par
expliciter ces travaux car les de´veloppements de ma the`se en constituent une extension. Dans
l’homoge´ne´isation classique, un mate´riau he´te´roge`ne dont la micro-structure est pe´riodique,
est remplace´ par un mate´riau homoge`ne e´quivalent. Cependant, cette me´thode n’est valable
que dans le cas ou` la taille caracte´ristique de la micro-structure est tre`s petite devant celle de
la structure en conside´ration. Il faut remarquer que le mate´riau he´te´roge`ne et son mate´riau
homoge`ne e´quivalent sont conside´re´s en tant que milieux classiques autrement dit milieux de
Cauchy ou brie`vement milieu continu, qui est tre`s connu dans les ouvrages de me´canique.
Pour mode´liser plus pre´cise´ment le comportement des mate´riaux, on a donne´ autre mode`les
plus riches en terme de cine´matique du point mate´riel. Dans ces mode`les, les degre´s de liberte´
a` chaque point sont plus de trois (comme dans le milieu classique). Le nombre des degre´s de
liberte´ sont 6, 9, etc en fonction de mode`le. Mais il y toujours les 3 ddls du milieu classique
(le vecteur de de´placement) et de nouveaux degre´s de liberte´ sont introduits.
Il y a aussi des travaux sur l’homoge´ne´isation dans lesquels le mate´riau he´te´roge`ne initial
et le mate´riau homoge`nes e´quivalent final sont tous mode´lise´s par des mode`les ge´ne´ralise´s.
Dans cette the`se, il ne sera pas question de ce type d’approches, cf. (Forest et al., 2001). Dans
la re´fe´rence (Forest and Sab, 1998a), les auteurs e´mettent l’ide´e de remplacer un mate´riau
he´te´roge`ne qui est conside´re´ comme un milieu classique, par un mate´riau e´quivalent qui est
mode´lise´ par un mode`le de Cosserat. Pour bien illustrer leur ide´e, ils donnent un exemple
de l’homoge´ne´isation d’un mate´riau sandwich dont le cœur est beaucoup plus raide que les
peaux. De plus, pour simplifier le proble`me, le sche´ma de l’homoge´ne´isation est donne´ sur un
proble`me plan. Nous de´taillons cette approche dans la suite.
3.1.1 Cine´matique
L’objet de l’article est de remplacer un mate´riau composite au niveau local par un
mate´riau homoge`ne ge´ne´ralise´ e´quivalent (MHGE). Le mode`le de remplacement choisi est
celui de Cosserat homoge`ne. Le mate´riau he´te´roge`ne est mode´lise´ de fac¸on classique avec
toutes ses he´te´roge´ne´ite´s au niveau local. Les degre´s de liberte´ (ddls) connnus dans la
me´canique des milieux continus sont : u = u1e 1 + u2e 2 dans le cadre des proble`mes 2D.
Ces ddls existent aussi dans le mode`le de Cosserat a` coˆte´ des nouveaux degre´s de liberte´ :
Φ = Φ3e 3 qui de´signe la micro–rotation du point mate´riel, une seule composante en 2D.
Pour remplacer le mate´riau composite par un MHGE de Cosserat, il faut trouver la relation
entre les nouveux ddls du mate´riau ge´ne´ralise´ et les ddls classiques du milieu he´te´roge`ne.
Le principe pour re´soudre ce proble`me est de minimiser l’e´cart entre les champs locaux et
globaux. Il se transforme en un proble`me de minimisation de l’inte´grale :
∫ x1=X1+ l2
x1=X1− l2
∫ x2=X2+ l2
x2=X2− l2
| u (x )−U (X )−Φ (X )⊗ (x −X ) |2 dx1dx2 (3.1)
ou` la cellule e´le´mentaire, Vl, du mate´riau conside´re´ comme pe´riodique est suppose´e carre´e de
coˆte´ l. Cette formule indique que l’on approche le champ re´el local dans la cellule, u (x ) par
un mouvement de corps rigide caracte´rise´ par le de´placement macroscopique U et la rotation
infinite´simale Φ autour du centre de la cellule X .
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Les calculs simples nous donnent :
U (X ) = < u >Vl(X ) (3.2)
∇XU (X ) = < ∇xu >Vl(X )
Φ(X ) =
6
l2
< (x −X )⊗ u >Vl(X )
K = ∇Φ
=
∂Φ
∂X1
e 1 +
∂Φ
∂X2
e 2 =
6
l2
< ∇x((x ⊗ u ).e 3) >Vl(X ) −
6
l2
∇X((X ⊗U ).e 3)
et les champs de de´formation :
ε∼(x ) =
1
2
(∇∼ xu +∇∼ txu )(x )
E∼ (X ) =
1
2
(∇∼ XU +∇∼ tXU )(X )
Ω =
1
2
(
∂U2
∂X1
− ∂U1
∂X2
e 3) = Ω(X )e 3
On voit que le de´placement macroscopique est la moyenne de de´placements sur la cellule
e´le´mentaire. La rotation de Cosserat est de´finie comme un moment de la distribution
de de´placements dans la cellule. C’est une information inde´pendante de la moyenne de
de´placement et non prise en compte en homoge´ne´isation classique.
Nous e´tudions le cas d’un champ de de´placement polynomial d’ordre 3 par rapport aux
variables x˜ = x/l :
ui = Ai+Bi1x˜1+Bi2x˜2+Ci1x˜21+Ci2x˜
2
2+2Ci2x˜2x˜2+Di1x˜
3
1+Di2x˜
3
2+3Di3x˜
2
1x˜2+3Di4x˜1x˜
2
2 (3.3)
Sous les conditions :
– Φ est affine par rapport a` X
– E∼ (X) =< ε∼ >Vl est en ordre 2. Cette condition est appele´e la condition de l’invariance
d’e´chelle.
L’expression du triplet est obtenue :
– E∼ (X) =< ε∼(X) >Vl
– (Φ− Ω)(X) = D1210l
– K (X) = C21−C13
l2
e 1 +
C23−C12
l2
e 2
Dans ces expressions du triplet ( E∼ , Ω - Φ , K ), les constantes dans l’expression de
de´placement (3.3) ne sont pas toutes prises, autrement dit, elles sont inde´termine´es apre`s
l’application de condition de l’invariance d’e´chelle. Par conse´quent, le champ de de´placement
se re´duit (Forest and Sab, 1998a) :
u∗1 = B11x˜1 +B12x˜2 − C23x˜22 + 2C13x˜1x˜2 +D12(x˜32 − 3x˜21x˜2).
u∗2 = B12x˜1 +B22x˜2 − C13x˜21 + 2C23x˜1x˜2 −D12(x˜31 − 3x˜1x˜22). (3.4)
3.1.2 Identification d’un milieu de substitution de Cosserat au niveau
global
Dans l’homoge´ne´isation classique, si nous prenons c≈ comme le tenseur d’e´lasticite´ locale,
le tenseur des proprie´te´s e´lastiques effectives C≈ est de´termine´ par l’e´quivalence e´nerge´tique,
comme suit :
1
2
E∼ : C≈ : E∼ = min
1
2
< ε∼(u ) : c≈(x ) : ε∼(u ) >
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avec u est de´fini comme dans la suite :
u (x ) = E∼ .x + u
per(x )
Cette de´finition est e´tendue pour le cas de milieu de substitution de Cosserat :
u = u ∗ + u per (3.5)
avec u ∗ est le champ de de´placement dans la formulation (3.4) et u per est la fluctuation
pe´riodique. Nous avons des relations e´tablies pre´ce´demment entre les ddls macroscopiques et
les coefficients de la condition polynomiale :
Bij = lE∗ij
Θ∗ =
D12
10l
+
6
l2
< xu per >
K∗1 = −
2C13
l2
+
6
l2
< x1u
per
2,1 >
K∗2 =
2C23
l2
− 6
l2
< x2u
per
1,2 > (3.6)
La densite´ d’e´nergie de milieu Cosserat est donc :
Ψ(E∼
∗,Θ∗,K∗) = min
1
2
< ε∼(u ) : c∼ : ε∼(u ) > (3.7)
avec u de la forme (3.5)
Enfin, pour trouver les proprie´te´s e´lastiques effectives de milieu Cosserat, nous appliquons le
sche´ma suivant :
– Le champ de de´placement u ∗ de´crit dans la formulation (3.4) est choisi.
– La proce´dure de minimization de l’e´nergie comme dans la formulation (3.7) est re´alise´e
pour obtenir le champ de fluctuation u per.
– Avec le champ de u per obtenu, le triplet caracte´ristique (E∼
∗,Θ∗,K∗) du milieu de
Cosserat est calcule´ suivant la formulation (3.6).
– Puis, les contraintes d’ordre supe´rieur sont calcule´es par la diffe´renciation de l’e´nergie
Ψ dans la formulation (3.7) en fonction de (E∼
∗,Θ∗,K∗).
– Le tenseur C≈ est ainsi reproduit a` partir des forces globales, les couples–contraintes et
le triplet (E∼
∗,Θ∗,K∗).
Ce sche´ma est illustre´ dans l’exemple de l’article.
3.1.3 Exemple d’homoge´ne´isation d’un mate´riau multi-couches
Un mate´riau multi-couches est pris comme exemple de la me´thodologie dans la re´fe´rence
(Forest and Sab, 1998a). Il est constitue´ de deux mate´riaux : A est rigide et B est beaucoup
plus mou avec les proprie´te´s e´lastiques suivantes :
EA = 210000 MPa νA = 0.3 EB = 1000 MPa νB = 0.49
La fraction volumique de chaque composante est 50%. Il faut remplacer ce mate´riau
he´te´roge`ne par un mate´riau homoge`ne de Cosserat suivant le sche´ma pre´ce´dent. Une
proce´dure d’homoge´ne´isation classique est aussi re´alise´e pour comparer l’efficacite´ des deux
me´thodes. Une structure multicouche sousmise a` un de´placement vertical a` une extreˆmite´ et
encastre´e a` l’autre est conside´re´e. Les calculs de de´termination du triplet sont re´alise´s sur
une seule cellule avec l’application successive des termes du champ de de´placement (3.4). Le
re´sultat est montre´ dans la figure 3.1
3.2. HOMOGE´NE´ISER DES MATE´RIAUX HE´TE´ROGE`NES EN UTILISANT LE MODE`LE DU
SECOND GRADIENT COMME MHGE 33
Fig. 3.1 – Comparaison entre les deux me´thodes d’homoge´ne´isation avec le calcul de re´fe´rence
dans l’article (Forest and Sab, 1998a)
3.2 Homoge´ne´iser des mate´riaux he´te´roge`nes en utilisant le
mode`le du second gradient comme MHGE
Nous nous inte´ressons ici a` la contribution (Kouznetsova et al., 2002a). Pour commencer
l’article, l’auteur a mentionne´ plusieurs me´thodes d’homoge´ne´isation et cite les points forts
de la me´thode d’homoge´ne´isation base´e sur des calculs e´le´mentaires sur une cellule unitaire
de milieu pe´riodique :
– Ne pas demander une hypothe`se pre´alable de la loi globale de comportement.
– Permettre d’inte´grer les grandes de´formations a` tous les deux niveaux : microscopique
et macroscopique.
– Permettre de prendre en compte n’importe quel comportement local du mate´riau, y
compris les re´ponses non-line´aires ou de´pandantes du temps.
– Etre capable d’introduire les informations de´taille´es sur la microstructure, inclus
les e´volutions ge´ome´triques et physiques de la micro–structure pour l’analyse
macroscopique.
– Autoriser l’usage d’une technique quelconque de mode´lisation, e.g e´le´ments finis,
transforme´es de Fourier, me´thodes de cellule Voronoi...
Les points faibles des techniques d’homoge´ne´isation classique sont e´galement montre´s :
– Elle ne prend pas en compte de la taille absolue de la microstructure bien qu’elle prenne
en compte la fraction volumique, la distribution et la morphologie des composantes
microscopiques.
– Il est impossible d’appliquer cette me´thode sans imposer l’hypothe`se de se´paration
d’e´chelle. Cette dernie`re ne se pre´sente pas dans de nombreux mate´riaux, comme indique´
dans l’article (Boutin, 1996a).
L’article mentionne e´galement la comparaison entre deux sche´mas de l’homoge´ne´isation :
classique et second-ordre. Ils sont illustre´s comme l’indique la figure 3.2, avec M,m
de´signant successivement l’e´chelle macroscopique et microscopique ; F∼ ,G∼ ,P∼ ,Q∼ de´signent
successivement le tenseur de de´formation et le tenseur d’ordre 3 du gradient de de´formation, le
premier tenseur des contraintes Piola-Kirchoff et le tenseur des contraintes a` l’ordre supe´rieur.
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(a) (b)
Fig. 3.2 – Sche´ma de l’homoge´ne´isation classique (premier ordre) (a) Sche´ma de
l’homoge´ne´isation second-ordre(b)
3.2.1 Cine´matique
La cine´matique micro-macro est e´tablie pour l’homoge´ne´isation d’ordre supe´rieur. Le point
de de´part est l’extension du de´veloppement de Taylor :
∆x = F∼M .∆X +
1
2
∆X .G∼M .∆X +∆w (3.8)
ou` le w repre´sente le champ de perturbation microscopique, ajoute´ dans cette formulation
afin de prendre en compte le champ de de´placement local qui est superpose´ sur le champ de
de´placement global. A partir de (3.8), le gradient local de la transformation F∼m est calcule´ :
F∼m = F∼M +∆X .G∼M +∇m∆w (3.9)
Inte´grons sur toute la cellule non de´forme´e de VER et divisons par le volume V0 de cette
cellule la formulation (3.9), une e´galite´ est obtenue :
1
V0
∫
V0
F∼mdV0 = F∼M +
(
1
V0
∫
V0
∆X
)
dV0.G∼M +
1
V0
∫
V0
(∇m∆w )dV0 (3.10)
Une hypothe`se fondamentale de la the´orie d’homoge´ne´isation classique est applique´e ensuite :
F∼M =
1
V0
∫
V0
F∼mdV0 (3.11)
Son application sur la formulation (3.10) me`ne a` deux e´galite´s en meˆme temps :(
1
V0
∫
V0
∆X
)
dV0 = 0 (3.12)
1
V0
∫
V0
(∇m∆w )dV0 = 0 = 1Γ0
∫
Γ0
∆w .n dΓ0 = 0 (3.13)
ou` le the´ore`me de divergence a e´te´ utilise´ pour transformer l’inte´grale volumique en inte´grale
surfacique. La relation (3.12) est facilement satisfaite en mettant le centre ge´ome´trique du
VER non–de´forme´ a` l’origine de la base carte´sienne. Du point de vue physique, le centre
de VER est conside´re´ comme le point macroscopique ou` le F∼M et son gradient G∼M sont
calcule´s. Le reste du VER est la proximite´ infiniment petite attache´e a` ce point. L’e´galite´
(3.12) signifie simplement que la contribution des points, dont les distances avec le centre
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sont e´gales, est uniforme´ment pris en compte. Il faut noter aussi que dans l’homoge´ne´isation
classique, le VER est conside´re´ infiniment petit. Pour cette raison, les distances au centre ne
jouent aucun roˆle. Ainsi, l’expression (3.12) n’est pas requise. Par contre, la relation(3.13)
est plus complique´e et demande des conside´rations supple´mentaires. En fait, il y a plusieurs
fac¸ons de remplir cette condition. Trois moyens principaux sont souvent utilise´s :
– ∆w = 0 ∀X ∈ V0. Cette hypothe`se (connue dans l’homoge´ne´isation classique comme
l’hypothe`se de Taylor), ne permet aucune perturbation microscopique et force le volume
entier a` se de´former exactement comme le F∼M et le G∼M applique´s.
– ∆w = 0 ∀X ∈ Γ0. Cette condition prescrit le de´placement sur la frontie`re de
VER, tandis qu’elle laisse libres les perturbations microscopiques a` l’inte´rieur. C’est
la condition KUBC (Kinematic uniform boundary condition) dans l’homoge´ne´isation
classique.
– ∆w prend des valeurs e´gales aux points homologues de deux coˆte´s oppose´s. Cette
condition est dite condition pe´riodique.
Dans cet article, la supposition pe´riodique est utilise´e parce que dans plusieurs recherches
(Terada et al., 2000; van der Sluis et al., 2000), la pertubation pe´riodique montre une meilleure
estimation des proprie´te´s globales que le KUBC. Il faut noter que dans le cas ge´ne´ral, nous
montrerons dans notre the`se que le gradient de de´formation G∼M 6= 0, peut me`ner a` une
fluctuation non–pe´riodique, mais nous en restons ici a` ma pre´sentation des contributions de
la litte´rature. Dans la suite de cette section, la cine´matique du VER carre´ dans la figure 3.2
est conside´re´e ou` les majuscules L,R, T,B de´signent les coˆte´s a` gauche,a` droite, en haut et
en bas ; les vecteurs N i signifient les vecteurs normaux des coˆte´s du VER ; les ξ, η sont les
coordonne´es locales dans le calcul par e´le´ment finis.
Appliquons l’e´quation (3.8) aux coˆte´s gauche et droit de la cellule, en prenant en compte
la condition pe´riodique, qui est pre´cise´e dans le cas d’un VER carre´ avec s comme coordonne´e
locale :
∆w L(s) = ∆w R(s), ∆w T (s) = ∆w B(s) (3.14)
et une relation cine´matique est obtenue :
xR = x L +A∼ .X L + a (3.15)
ou` :
A∼ =WN R.G∼M , a =WF∼M .N R +
W 2
2
N R.G∼ .N R (3.16)
Apre`s des calculs tensoriels, les relations entre les champs macroscopiques et les champs
microscopiques sont trouve´es :
F∼M = < F∼m > (3.17)
G∼M +
1
2
(I∼ : G∼
RC
M
)RC =
6
V0W 2
{∫
Γ0
(X∆xN +N ∆xX )dΓ0 −
∫
Γ0
(X∆wN +N ∆wX )dΓ0
}
ou` I∼ est tenseur unitaire d’ordre 2, G∼
RC (Right Conjugation) se compose de : GRCijk = Gikj .
Elle me`ne ensuite a` une nouvelle restriction :∫
Γ0
(X∆wN +N ∆wX )dΓ0 = 0∼ (3.18)
Cette restriction et la condition pe´riodique (3.14) sont ve´rifie´es en meˆme temps si (3.18)
re´duit a` : ∫
Γ0L
∆w LdΓ0 = 0 ,
∫
Γ0B
∆w BdΓ0 = 0 (3.19)
Enfin, l’expression est ge´ne´ralise´e et cela donne des conditions aux limites supple´mentaires,
dans le cas de VER carre´ :
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Fig. 3.3 – VER carre´ : W = H
– La pertubation du de´placement aux quatres coins est fixe´e a` ze´ro.
– La pertubation pe´riodique est assure´e sur les coˆte´s oppose´s.
uR = u L +
1
2
(1− η)(u 2 − u 1) +
1
2
(1 + η)(u 3 − u 4) (3.20)
u T = uB +
1
2
(1− ξ)(u 4 − u 1) +
1
2
(1 + ξ)(u 3 − u 2) (3.21)
– L’inte´grale (3.19) sur la perturbation aux deux bords de la cellule est nulle. (3.19) se
transforme par le vecteur de position de´forme´e des points aux bords :∫
ΓOL
∆x LdΓO = F∼M .
∫
ΓOL
X LdΓO +
1
2
G∼
RC
M
:
∫
ΓOL
X L ⊗X LdΓO (3.22)∫
ΓOB
∆xBdΓO = F∼M .
∫
ΓOB
X BdΓO +
1
2
G∼
RC
M
:
∫
ΓOB
X B ⊗X BdΓO (3.23)
Les formulations du premier tenseur des contraintes Piola-Kirchoff et tenseur des contraintes
d’ordre supe´rieur sont e´galement trouve´s ensuite :
P∼M =
1
2
∫
ΓO
p ⊗X dΓO (3.24)
Q
∼M
=
1
2VO
∫
ΓO
X ⊗ p ⊗X dΓO (3.25)
ou` p = n .P∼m est le vecteur de traction du tenseur des contraintes microstructurales P∼m,
sur le bord du VER.
3.2.2 Exemples
Un exemple de calcul est donne´ afin d’illustrer la de´marche propose´e ci-dessus. Avec F∼M
et G∼M donne´s, les P∼M et Q∼M
correspondants sont obtenus par la me´thodologie de´taille´e
ci-dessus. Le mate´riau conside´re´ est l’aluminium poreux (la fraction volumique des porosite´s
est f = 12%) comme montre´ sur la figure 3.5(a), sa matrice est simule´e par le mode`le e´lasto-
visco-plastique de Bodner-Partom (Bodner and Partom, 1975). La motivation de ce choix est
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de montrer que cette me´thodologie est applicable a` des lois de comportement complexes. Les
e´quations principales du mode`le sont pre´sente´es rapidement :
τ∼ = K(J − 1)I∼ +GB∼
d
e
(3.26)
ou` τ∼ = Jσ∼ signifie le tenseur des contraintes Kirchoff, J = det(F∼ ), B∼
d
e
= dev(B∼ e) avec
B∼ e = J
−2/3B∼ e, B∼ e = F∼ .F∼
c, K,G sont les modules de compressibilite´ et de cisaillement. La
re`gle d’e´coulement :
D∼ p =
σ∼
dev
2η
(3.27)
ou` :
η =
σ√
12Γ0
exp
(
1
2
[
Z
σ
]2n)
ou` σ =
√
3/2(σ∼
d : σ∼
d) est la contrainte e´quivalente de von Mises, Z = Z1 + (Z0 −
Z1) exp(−mεp). Z0 et Z1 sont successivement les bornes supe´rieure et infe´rieure de la
re´sistance a` l’e´coulement plastique, m est un parame`tre mate´riau.
Dans cet exemple, les proprie´te´s de l’aluminium sont :
– parame`tres e´lastiques : module de cisaillement G = 2.6 × 104MPa, module de
compressibilite´ K = 7.8× 104MPa
– parame`tres de viscosite´ :Γ0 = 108s−2, m = 13.8, n = 3.4, ZO = 81.4MPa, Z1 =
170MPa.
Un exemple de flexion et traction combine´es est pre´sente´ afin de montrer l’influence de G∼M
sur le VER, autrement dit la diffe´rence de deux sche´mas d’homoge´ne´isation (classique et
ge´ne´ralise´). Le chargement sur l’e´prouvette macroscopique est montre´ dans la figure 3.4, et
les configurations de´forme´s des VER correspondants sont pre´sente´s dans la figure 3.5.
Dans cet exemple, on peut remarquer que la flexion marcoscopique est clairement visible
dans le VER avec le sche´ma du second ordre ou` tous les deux tenseurs F∼M et G∼M sont
prescrits, et la distribution locale des contraintes e´quivalentes dans le meˆme sche´ma. Elles
sont diffe´rentes des re´sultats pre´vus au premier ordre ou` le seul tenseur F∼M est prescrit sur
le VER. Une diffe´rence importante de de´formation locale est e´galement montre´e entre les
deux me´thodologies d’homoge´ne´isation dans la figure 3.5, elle peut mener a` des diffe´rences
conside´rables de contraintes globales.
Un exemple de traction d’e´prouvette entaille´e est montre´ pour comparer l’usage de
diffe´rents milieux homoge`nes ge´ne´ralise´s e´quivalents dans l’homoge´ne´isation au second ordre,
mode`le a` couples de contraintes (ou Cosserat). Le meˆme VER est encore conside´re´ dans
l’essai, l’e´prouvette et le point de concentration de contrainte sont montre´s dans la figure
3.6. L’essai consiste a` appliquer sur le VER un tenseur G∼M entier ou seulement sa partie de
rotation (sa partie anti–syme´trique) :
G∼
A
M
= G∼M −G∼
S
M
ou` G∼
S
M
=
1
3
(GMijk +GMjki +GMkij) est la partie syme´trique de G∼M . Cet exemple indique
que le mode`le a` couples de contraintes (et aussi mode`le de Cosserat) ne re´pond pas au cas
ou` le mode de de´formation est domine´ par la gradient de l’extension. Il motive l’utilisation
du gradient entier comme propose´ au-dessous.
3.2.3 Effets de taille
La de´pendance des contraintes de premier ordre Piola-Kirchoff et d’ordre supe´rieur par
rapport a` la taille de la micro-structure (dans ce cas le diame`tre des vides dans VER), est
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(a) (b)
Fig. 3.4 – Repre´sentation d’essai de flexion macroscopique sur le VER d’aluminium : la
configuration initiale avec les dimensions en mm (a), et celle de´forme´e avec le point en
conside´ration ou` le tenseur de de´formation et son gradient sont enregistre´s pour l’usage dans
l’analyse de micro–structure (b).
(a) (b) (c)
Fig. 3.5 – Le VER d’aluminium dans l’exemple de (Kouznetsova et al., 2002a) : le VER
initial non–de´forme´ (a), la configuration en de´formation et la position du point conside´re´
suivant l’homoge´ne´isation au second ordre(b) et ceux suivant l’homoge´ne´isation au premier
ordre(c).
(a) (b)
Fig. 3.6 – L’e´prouvette entaille´e dans l’essai de traction : dimensions de l’e´prouvette (a) et
la position du point particulier ou` le tenseur de de´formation et son gradient sont enregistre´s
(b).
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(a) (b)
Fig. 3.7 – Le VER dans l’essai de traction de´forme´ sous l’influence : du tenseur FM et de
tenseur GM entier (a) du tenseur FM et de la seule partie de courbue GAM (b).
(a) (b)
Fig. 3.8 – Mesure e´quivalente : du premier tenseur des contraintes Piola-Kirchoff (a) et du
tenseur des contraintes d’ordre supe´rieur (b) en fonction de la taille caracte´ristique de la
micro–sctruture (la taille des vides en µm).
e´galement montre´e dans (Kouznetsova et al., 2002a). Une valeur scalaire est utilise´e comme
la mesure e´quivalente afin de simplifier le calcul :
P eqM = (PMijPMij)
1/2 QeqM = (QMijkQMijk)
1/2
Cet effet est mentionne´ plus en de´tail dans l’article (Kouznetsova et al., 2004b). Le re´sume´
de ce dernier est contenu dans le paragraphe 3.3.
3.3 La taille du VER dans l’homoge´ne´isation au second ordre
Dans ce paragraphe, on fait un re´sume´ sur le contenu de (Kouznetsova et al., 2004b),
dans lequel l’auteur a remarque´ le roˆle intrinse`que du choix de la taille du VER dans
l’homoge´ne´isation au second ordre des milieux pe´riodiques.
Le sche´ma d’homoge´ne´isation dans (Kouznetsova et al., 2002a) est de nouveau utilise´
dans cette contribution. Le roˆle de la taille du VER dans l’homoge´ne´isation classique est
montre´. Dans un milieu ale´atoire, si un volume e´le´mentaire ne contient pas suffisamment
les informations microstructurales, sous diffe´rentes conditions aux limites, i.e condition de
de´placement homoge`ne (KUBC) ou conditions en contraintes, les proprie´te´s globales trouve´es
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Fig. 3.9 – La convergence des proprie´te´s me´caniques vers la valeur effective en fonction de
la croissance de la taille de VER, sous diffe´rentes conditions aux limites.
sont de´finis “apparentes”. Si on augemente de plus en plus le nombre de cellules e´le´mentaires
contenues dans le volume sur lequel les proprie´te´s effectives classiques sont e´value´es, les
proprie´te´s apparentes obtenues pour diffe´rentes conditions, convergent a` une valeur“effective”
comme l’indique la figure 3.9. Dans cet article, l’auteur pre´sente l’influence de la taille de VER
via une micro-structure simple pe´riodique. Le VER en conside´ration est une cellule carre´e avec
un vide rond au centre. Mais d’abord une analyse par e´le´ments finis sur un VER homoge`ne
mode´lise´ par le milieu de Cauchy, met en e´vidence la relation entre sa taille de VER h et la
longueur caracte´ristique l du milieu second-gradient homoge`ne de substitution. Puis, le calcul
par e´le´ments finis sur le VER poreux est re´alise´e pour montrer l’influence du choix de la taille
h non seulement dans le cas e´lastique mais aussi dans le cas e´lasto-plastique.
3.3.1 Le cas de VER homoge`ne
Un calcul d’homoge´ne´isation est re´alise´, le but est de remplacer un VER compose´ de
mate´riau homoge`ne classique, par un mate´riau de substitution mode´lise´ par le milieu du
second gradient homoge`ne. Un calcul par e´le´ments finis est re´alise´, avec un VER discre´tise´
comme un e´le´ment 8-nodes singles, comme le montre la figure 3.10. Ce calcul est limite´ au
cas e´lastique. La relation entre contraintes et de´formation dans le cadre d’e´lasticite´ line´aire
est pre´sente´e ici :
– Contrainte de Piola-Kirchhoff I et de´formation :

P 11M
P 22M
P 12M
P 21M
 =

λ+ 2µ λ 0 0
λ λ+ 2µ 0 0
0 0 µ µ
0 0 µ µ


F 11M − 1
F 22M − 1
F 12M
F 21M
 (3.28)
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– Contraintes d’ordre supe´rieur et gradient de de´formation :

Q111M
Q122M
Q112M
Q121M
Q211M
Q222M
Q212M
Q221M

T
=

h2
6 (
λ
2 )
h2
24λ 0 0 0 0 0
h2
24λ
h2
24λ
h2
16 (
λ
3 + µ) 0 0 0 0
h2
24µ
h2
16 (
λ
3 + µ)
0 0 h
2
16 (
λ
3 + µ)
h2
24µ
h2
16 (
λ
3 + µ)
h2
24λ 0 0
0 0 h
2
24µ
h2
12µ
h2
24µ 0 0 0
0 0 h
2
16 (
λ
3 + µ)
h2
24µ
h2
16 (
λ
3 + µ)
h2
24λ 0 0
0 h
2
24µ 0 0 0 0
h2
12µ
h2
24µ
h2
24λ
h2
16 (
λ
3 + µ) 0 0 0 0
h2
24µ
h2
16 (
λ
3 + µ)


G111M
G221M
G211M
G121M
G112M
G222M
G212M
G122M

(3.29)
Il est possible de comparer le re´sultat obtenu ici avec le mode`le de mate´riau Mindlin ou` le
comportement e´lastique est propose´ :
P∼ = λtrace ((∇u )S)I∼ + 2µ(∇u )S (3.30)
Q
∼
= a1(G∼ : I≈ + I≈ : G∼ ) +
1
2
a2(G∼
LC : I≈ + 2(G∼ : I≈)
LC + I≈ : G∼
RC) + 2a3(G∼
LC : I≈)
LC+
+2a4G∼ + a5(G∼
LC + (G∼
LC)RC) (3.31)
ou` ALCijk = Ajik,A
RC
ijk = Aikj .
La comparaison des formulations (3.28) et (3.29) avec (3.30) et (3.31) nous montre que
le re´sultat analytique de l’homoge´ne´isation de second-ordre est couvert par une classe de
mate´riau Mindlin, pour laquelle, les parame`tres du mate´riau sont choisis :
a1 =
1
24
h2λ a2 = 0 a3 = 0 a4 =
1
24
h2µ, a5 =
1
24
h2µ (3.32)
Un cas particulier de cette classe, qui est utilise´ dans quelques contributions e.g dans
(Amanatidou and Aravas, 2002), est mentionne´ ici, ou` un nouveau parame`tre de mate´riau l
est introduit :
a1 =
1
2
l2λ a2 = 0 a3 = 0 a4 =
1
2
l2µ, a5 =
1
2
l2µ (3.33)
La relation entre la longueur carate´ristique l de ce mate´riau et la dimension de VER carre´ h
est simple :
l2 =
h2
12
(3.34)
Dans la suite, le comportement plasto-e´lastique est conside´re´.
3.3.2 Le cas d’un VER he´te´roge`ne
Cette analyse est re´alise´e sur les VERs he´te´roge`nes qui sont pre´sente´s dans la figure 3.11
et dans la mode de flexion-traction.
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Fig. 3.10 – VER homoge`ne pour l’analyse d’homoge´ne´isation du second ordre de
(Kouznetsova et al., 2004b).
Comportement e´lastique line´aire
Le re´sultat est pre´sente´ dans les sche´mas suivants, entre la de´formation e´quivalente de
Green-Lagrange Eeq = (EMijEMij)1/2 et les contraintes e´quivalentes de Piola-Kirchhoff I
Peq = (PMijPMij)1/2, entre le gradient e´quivalent de de´formation Geq = (GMijkGMijkf ) et
les contraintes e´quivalentes a` l’ordre supe´rieur Qeq = (QMijkQMijk)1/2). On peut remarquer
que dans l’homoge´ne´isation classique ou` seul le tenseur E∼M est applique´, l’influence de la
taille de VER n’est pas conside´rable, en particulier dans le cadre des petites de´formations, les
contraintes Piola-Kirchoff P∼M ne varie pas en fonction de la taille de VER ; dans le cadre des
grandes de´formations ou` le roˆle de la non-line´arite´ devient plus important, un petit de´calage
se passe entre les courbes de Peq comme l’indique la figure 3.12 (a` gauche). Au contraire, en
prenant en compte le gradient de la de´formation, ou dans l’homoge´ne´isation d’ordre supe´rieur,
le roˆle de la taille de VER joue un roˆle important, les courbes de Qeq sont tre`s diffe´rentes
non seulement dans le cadre des grandes de´formations mais aussi avec l’hypothe`se des petites
de´formations, comme l’indique la figure 3.12 (a` droite). De plus, la relation entre la contrainte
d’ordre supe´rieur e´quivalente et la taille normalise´e de VER, comme dans la figure 3.13 est
line´aire ou la relation entre Qeq et h est quadratique. Ici, la taille de VER est normalise´e par
le taux
h2
d2
. Ces analyses nous donnent un re´sultat cohe´rent avec le calcul analytique dans la
section 3.3.1 avec l’hypothe`se de petite de´formation.
Comportement e´lasto-plastique
Passant au cas e´lasto-plastique, des analyses similaires sont re´alise´es mais la matrice de
VER n’est plus e´lastique. Le comportement du mate´riau est remplace´ par un mode`le e´lasto–
plastique simple, la re`gle d’e´coulement peut eˆtre consulte´e dans l’article (Kouznetsova et al.,
2004b). Avec ce comportement, la de´pendance entre contrainte d’ordre supe´rieur et gradient
de de´formation n’est plus quadratique. Elle devient plus complique´e comme dans la figure
3.14. Les relations contraintes–de´formations sont montre´es e´galement dans la figure 3.15.
3.3.3 Proble`me de cisaillement aux bords
Cette technique d’homoge´ne´isation est applique´e a` un proble`me macroscopique de
cisaillement. Un mate´riau he´te´roge`ne dont la micro–structure pe´riodique se constitue comme
la premie`re cellule unitaire dans la figure 3.11, est conside´re´ de nouveau. Le mate´riau de
substitution est mode´lise´ par le milieu du second gradient dont les proprie´te´s sont calcule´es
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Fig. 3.11 – Les VERs utilise´s dans l’analyse nume´rique de (Kouznetsova et al., 2004b).
Fig. 3.12 – Relation entre : contrainte e´quivalente Piola-Kirchhoff Peq = (PMijPMij)1/2
et de´formation e´quivalente Green-LagrangeEeq = (EMijEMij)1/2 (a` gauche), contrainte
e´quivalente d’ordre supe´rieur Qeq = (QMijkQMijk)1/2 et gradient de de´formation e´quivalent
Geq = (GMijkGMijk)1/2 (a` droite).
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Fig. 3.13 – Relation line´aire entre la contrainte au second ordre e´quivalente Qeq =
(QMijkQMijk)1/2 et la taille normalise´e
h2
d2
de VER dans le cas de comportement e´lastique.
Fig. 3.14 – Relation entre la contrainte au second ordre e´quivalente Qeq = (QMijkQMijk)1/2
et la taille normalise´e
h2
d2
de VER dans le cas du comportement e´lasto–plastique.
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Fig. 3.15 – Relation entre : contrainte e´quivalente Piola-Kirchoff Peq = (PMijPMij)1/2
et de´formation e´quivalente Green-Lagrange Eeq = (EMijEMij)1/2 (a` gauche), contrainte
e´quivalente d’ordre supe´rieur Qeq = (QMijkQMijk)1/2 et gradient de de´formation e´quivalent
Geq = (GMijkGMijk)1/2 (a` droite) dans le cas du comportement e´lasto–plastique.
par la technique d’homoge´ne´isation au second ordre multi–e´chelle. A l’e´chelle microscopique,
des VERs compose´s de 1,4,9... cellules unitaires sont tour a` tour conside´re´s, la taille
correspondante de VER est h = 0, 1; 0, 2 : 0, 3... mm. Le proble`me macroscopique est illustre´
dans la figure 3.16 avec les conditions aux limites :
u = 0, F12 = 0, F22 = 1 X2 = 0 (3.35)
u1 = γ∗, u2 = 0, F12 = 0, F22 = 1 X2 = H (3.36)
ou` un gradient normal F22 est e´galement impose´ en plus du cisaillement γ∗. Un calcul
analytique est re´alise´ et la fonction de contrainte de cisaillement normalise´e par la contrainte
prescrite est donne´e par la formule :
γ(X2)
γ∗
=
3H
(
−1 + cosh
[√
3(H−2X2
h
]
sech
[√
3H
h
])
−3H +√3htanh
[√
3H
h
] (3.37)
Les courbes de γ(X2)γ∗ avec les diffe´rents parame`tres de h (la taille de VER), sont trace´es
dans la figure 3.17. La distribution de contrainte de cisaillement F12 avec l’homoge´ne´isation
nume´rique est montre´e dans la figure 3.18 pour le cas e´lastique, et dans la figure 3.19 dans
le cas plastique. Dans les deux cas, le glissement F12 varie en fonction de la taille de VER,
de plus, dans le cas du comportement e´lasto–plastique, F12 varie en fonction e´galement du
glissement prescrit γ∗.
Dans le cas e´lastique, le re´sultat obtenu par calcul nume´rique est proche de la solution
analytique classique.
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Fig. 3.16 – Ge´ome´trie , conditions aux limites et e´le´me´nts finis pour le proble`me de
cisaillement d’apre`s (Kouznetsova et al., 2004b).
Fig. 3.17 – Plusieurs courbes de la solution analytique du proble`me de cisaillement
correspondant a` diffe´rentes valeurs de h, les formules analytiques correspondantes sont
donne´es par (3.37) d’apre`s (Kouznetsova et al., 2004b).
Fig. 3.18 – Re´sultat de l’homoge´ne´isation nume´rique multi–e´chelle dans le cas de
comportement e´lastique d’apre`s (Kouznetsova et al., 2004b).
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Fig. 3.19 – Re´sultat de l’homoge´ne´isation nume´rique multi–e´chelle dans le cas du
comportement e´lasto–plastique : la relation globale de de´formation de glissement F12 et
la valeur prescrite γ∗ (a), et la distribution de F12 avec diffe´rente valeur de γ∗ : γ∗ =
0.0009(b)γ∗ = 0.0029(c) γ∗ = 0.005(d)γ∗ = 0.0255(e)γ∗ = 0.048(f).
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3.4 Application du mode`le a` couples de contraintes pour
homoge´ne´iser un composite biphase´
Dans cette section, nous allons pre´senter une contribution sur l’application du mode`le a`
couples de contrainte a` l’homoge´ne´isation d’ordre supe´rieur. Les articles mentionne´s sont une
se´rie de trois articles des meˆmes auteurs : (Ostoja-Starzewski et al., 1999a; Bouyge et al.,
2001b; Bouyge et al., 2002a).
3.4.1 Premiers essais dans (Ostoja-Starzewski et al., 1999a)
Comme dans d’autres contributions aborde´es dans ce chapitre de l’e´tat de l’art, le
but de cette recherche est de remplacer un mate´riau he´te´roge`ne par un mate´riau de
substitution homoge`ne e´quivalent. Le mate´riau he´te´roge`ne dans cette recherche est un
composite pe´riodique se constituant d’une cellule unitaire de deux phases (une inclusion
et sa matrice), comme dans la figure 3.20(a). Chaque phase au niveau local (niveau de la
cellule unitaire ou microscopique) est mode´lise´ par le mode`le de milieu continu classique
(milieu de Cauchy) avec le comportement e´lastique isotrope. Comme mentionne´ au-dessus,
la phase d’inclusion (i) et la phase de matrice (m) ont successivement le module de Young
et le coefficient de Poisson Ei, Em, νi,νm. En variant la fraction
Ei
Em
, on peut mode´liser une
grande gamme de mate´riaux. A deux extre´mite´s de la gamme, ∞ et 0, on a successivement
des mode`les de mate´riau a` noyau rigide et de mate´riau poreux. De plus, a` l’extre´mite´ ou`
Ei
Em
= 0, en faisant monter la fraction volumique de l’inclusion (ou le vide), on peut mode´liser
le syste`me du re´seau des poutres comme 3.20(b) ; ou dans le cas contraire, la proprie´te´ de
matrice est tre`s molle tandis que l’inclusion est rigide, on peut approcher a` la mode´lisation
d’un milieu en granulat.
La question est pose´e du choix du motif de la cellule e´le´mentaire pe´riodique. Un tel choix
est sans incidence dans le cas de l’homoge´ne´isation classique. Ce n’est pas le cas a` l’ordre
supe´rieur d’apre`s les e´tudes pre´sente´es dans ce chapitre.
Afin de calculer les modules de rigidite´ ge´ne´ralise´s, cette contribution se concentre sur un
proble`me 2D. Dans l’analyse du milieu micro-polaire ou milieu Cosserat, il y deux proble`mes
plans :
– Premier proble`me est la ge´ne´ralisation du proble`me e´lastique classique dans le plan
avec :
u = (u1, u2, 0), ϕ = (0, 0, ϕ3)
– Second proble`me est la ge´ne´ralisation du proble`me e´lastique classique en dehors du plan
avec :
u = (0, 0, u3) ϕ = (ϕ1, ϕ2, 0)
Dans cet article, le premier proble`me est aborde´. Le mode`le a` couples de contraintes, qui est
le cas restrictif du milieu micro-polaire, est utilise´. Sa cine´matique est pre´sente´e rapidement
dans la section suivante.
Cine´matique
Les champs de de´placement :
u1, u2, ϕ3 = (u2,1 − u1,2)/2 (3.38)
Les champs de de´formation correspondant aux champs de de´placement :
γij , κi3 (3.39)
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Fig. 3.20 – Quelques types de milieux mode´lise´s par (Ostoja-Starzewski et al., 1999a) :
composite pe´riodique de deux phases (a), syste`me des poutres(b), milieu granulat (c), d’apre`s
(Ostoja-Starzewski et al., 1999a).
Fig. 3.21 – Deux possibilite´s de choix de VER suivant ou` l’inclusion se situe : aux quatre
coins de la cellule (a) au centre de la cellule(b), d’apre`s (Ostoja-Starzewski et al., 1999a).
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Les champs de contrainte correspondant aux champs de de´formation :
σij , µi3 (3.40)
Parce que le composite conside´re´ ici est centrosyme´trique, il n’y pas donc de couplage entre
γij et κi3. Le comportement du mode`le couple-contrainte implique ainsi deux rigidite´s C
(1)
ijkl
et C(2)i3k3 suivant (Nowacki, 1986), et les contraintes sont de´termine´es par :
γij = S
(1)
ijklσkl κi3 = S
(2)
i3k3µk3 i, j, k, l = 1, 2 (3.41)
Avec la disposition des inclusions sur un re´seau triangulaire e´quilate´ral, l’auteur se concentre
sur le cas isotrope :
S
(1)
ijkl =
1
4
[S(δikδjl + δilδjk) + (A− S)δijδkl] S(2)i3k3 = δikM (3.42)
ou` A,S,M compose un ensemble de´fini par l’auteur dans (Ostoja-Starzewski and Jasiuk,
1995), dans laquelle la longueur caracte´ristique l est introduite et de´finie par :
l =
√
S
4M
=
√√√√S(1)1212
S
(2)
1313
(3.43)
Formulation du proble`me
La condition pe´riodique sur le bord du VER :
ui(x+ L) = ui(x) + γijLj ti(x+ L) = −ti(x) ∀x ∈ δB (3.44)
de plus, il y la relation simplifie´e du mode`le de Cosserat au mode`le couple–contrainte :
γ11 = u1,1 γ22 = u2,2 φ3 = (u2,1 − u1,2)/2 κ13 = φ3,1 (3.45)
Apre`s des calculs simplifie´s, la formulation (3.44) nous donne :
u1(x+ L) = u1(x)− x1x2κ13 u2(x+ L) = u2(x) + x
2
1
2
κ13 ∀x ∈ δB
ti(x1 + L) = −ti(x1) (3.46)
On doit noter que la condition au-dessus est seulement quasi-pe´riodique, parce que la traction
n’est que pe´riodique a` la gauche et a` la droite de la cellule (voir 3.46). Sous l’influence de cette
condition, nous allons trouver les modules effectifs du milieu e´quivalent couple–contrainte via
les e´quations :
U cell = U couple−stress =
V
2
[γijC
(1)
ijmnγmn + κi3C
(2)
i3k3κk3] (3.47)
On prescrit successivement les conditions (3.44) avec γ22 , γ11, γ12 et on garde d’abord
κ13 = 0 :
U cell = U couple−stress =
V
2
(γijC
(1)
ijmnγmn) (3.48)
On peut calculer ainsi C(1)2222, C
(1)
1122, C
(1)
1212. Pour C
(2)
1313, on doit imposer toute la condition
(3.46) et obtenir l’expression :
U cell = U couple−stress =
V
2
[γ11C
(1)
1111γ11 + κ13C
(2)
1313κ13] (3.49)
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Fig. 3.22 – Quatre chargements afin de de´terminer les modules effectifs du milieu de substition
a` couples de contrainte : C(1)2222, C
(1)
1122, C
(1)
1212 et C
(2)
1313, d’apre`s (Ostoja-Starzewski et al., 1999b).
avec C(1)1111 obtenu (qui est e´gal a` C
(1)
2222), le C1313 est ensuite de´termine´. La figuration de quatre
chargements pour la de´termination des coefficients mentionne´s au-dessus est pre´sente´e sur la
figure 3.22 : avec les modules de rigidite´ obtenus, l’inverse des modules, les souplesses, sont
calcule´es :
S
(1)
1111 =
C
(1)
1111
[C(1)1111]2 − [C(1)1122]2
S
(1)
1212 =
1
4C(1)1212
(3.50)
S
(1)
1122 =
C
(1)
1122
[C(1)1122]2 − [C(1)1111]2
S
(2)
1313 =
1
C
(2)
1313
(3.51)
(3.52)
et puis, le triplet A,S,M est trouve´ a` partir de (3.42) et la longueur caracte´ristique l est
trouve´e a` partir de (3.43).
Re´sultats nume´riques
Les auteurs ont pre´sente´ respectivement les re´sultats sous formes de diagrammes : C(1)111,
C
(1)
1122, C
(1)
1212 et C
(2)
1313. Le coefficient de Poisson de la matrice est ν
m = 0.24 et le coefficient
de l’inclusion est νi = 0, 24; 0, 48 Le diagramme de chaque composante couvre trois fractions
volumiques (f = 3.6%, 18.4%and58%). La longueur interne est aussi trace´e dans la figure
3.24.
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Fig. 3.23 – Les modules de rigidite´ en fonction des taux
Ei
Em
: C(1)2222 , C
(1)
1122, C
(1)
1212 et C
(2)
1313,
d’apre`s (Ostoja-Starzewski et al., 1999b).
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Fig. 3.24 – La longueur interne en fonction du contraste Ei/Em.
3.4.2 Les ame´liorations et de´veloppements dans (Bouyge et al., 2001a)
Dans cet article, la meˆme the´orie et la meˆme classe de mate´riaux que (Ostoja-Starzewski
et al., 1999a) sont conside´re´es. D’autres conditions aux limites sont aborde´es. Les deux VER
“jumeaux”comme l’indique la figure 3.21 a` la page 49 sont pris en conside´ration. Les diffe´rentes
conditions aux limites utilise´es dans l’homoge´ne´isation au second ordre sont formule´es dans
les sections suivantes. Les trois types de conditions suivantes sont choisies :
– Conditions aux limites en de´placement impose´.
– Conditions aux limites pe´riodiques.
– Conditions aux limites en efforts impose´s.
Chaque condition me`ne a` trois essais : l’extension uniaxiale, le cisaillement simple et la flexion
sur le VER choisi.
Conditions aux limites en de´placement
1. Extension uniaxiale :
u1(x) = 0 u2(x) = γ22x2 ∀x ∈ δB (3.53)
2. Glissement simple :
u1(x) = γ12x2 u2(x) = 0 ∀x ∈ δB (3.54)
3. Flexion
u1(x) = −x1x2κ13 u2(x) = x
2
1
2
κ13 ∀x ∈ δB (3.55)
Conditions aux limites pe´riodiques
La condition pe´riodique est “spe´cifique” et de´pend du chargement conside´re´. La frontie`re
de la cellule est de´compose´e en deux bords horizontaux δBd et les deux bords restants δBp =
δB − δBd.
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1. Extension uniaxiale :
ui(x+ Le1) = ui(x) ti(x+ Lei) = −ti(x) ∀x ∈ δBp (3.56)
u1(x) = 0 u2(x) = γ22x2 ∀x ∈ δBd (3.57)
2. Cisaillement simple
ui(x+ Le1) = ui(x) ti(x+ Lei) = −ti(x) ∀x ∈ δBp (3.58)
u1(x) = γ12x2 u2(x) = 0 ∀x ∈ δBd (3.59)
3. Flexion
u1(x+ Le1) = u1(x)− x1x2κ13 |δBp (3.60)
u2(x+ Le1) = u2(x) +
x21
2
κ13 |δBp ∀x ∈ δBp (3.61)
u1(x) = −x1x2κ13 u2(x) = x
2
1
2
κ13 ∀x ∈ δBd (3.62)
ti(x+ Le1) = −ti(x) (3.63)
Les conditions de pe´riodicite´ ne sont donc que partielles.
Conditions de contraintes impose´es
1. Traction uniaxiale
t1(x) = τ11n1 t2(x) = 0 ∀x ∈ δB (3.64)
qui produit S(1)1111 = 2U
∗cell/V .
2. Cisaillement et traction simple :
t1(x) = τ12n2 t2(x) = τ12n1 ∀x ∈ δB (3.65)
qui produit S(1)1212 = 2U
∗cell/V
3. Flexion
t1(x) = σ11n1 = cx2n1 t2(x) = 0 ∀x ∈ δB (3.66)
qui produit S(2)1313 = 2U
∗cell/V quand l’origine du syste`m de coordonne´es est au centre
de la cellule. avec c = MB/I (MB e´tant le moment et I = 2bh3/3 e´tant le moment
d’inertie)
Les essais sur deux VER sous diffe´rents chargements
L’image de la configuration de´forme´e des VER est pre´sente´e de la figure 3.25 a` la figure
3.27, dans lesquelles la colonne a` gauche (droite) correspond au cas ou` l’inclusion se situe aux
coins (au centre).
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Fig. 3.25 – Les essais nume´riques sous la condition aux limites en de´placement : l’extension
uniaxiale (en haut), le cisaillement simple (au milieu), la flexion (en bas), d’apre`s (Bouyge
et al., 2001a).
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Fig. 3.26 – Les essais nume´riques sous les conditions pe´riodiques : l’extension uniaxiale (en
haut), le cisaillement simple (au milieu), la flexion (en bas), d’apre`s (Bouyge et al., 2001a).
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Fig. 3.27 – Les essais nume´riques sous la condition aux limites en contrainte impose´e :
l’extention uniaxiale (en haut), le cisaillement simple (au milieu), la flexion (en bas), d’apre`s
(Bouyge et al., 2001a).
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3.5 Strate´gie de mode´lisation multi-e´chelles nume´rique pour
le milieu micromorphe
L’article de (Ja¨nicke et al., 2009) a pour objectif de construire un milieu homoge`ne
e´quivalent de type micromorphe par une me´thode d’homoge´ne´isation d’ordre supe´rieur. Il
s’agit donc d’e´tendre les approches pre´ce´dentes a` un milieu plus riche que les mode`les
de Cosserat et du second gradient. La cine´matique du mode`le micromorphe est connue
actuellement comme le milieu le plus ge´ne´ral pre´sente´ dans la section 3.5.1. Les mate´riaux
cible´s sont les mate´riaux cellullaires (comme le tissu biologique, le polyme`re ou la mousse
me´tallique) dont le comportement me´canique est complexe a` fort contraste et donc sujet
a` de nombreux effets d’e´chelles. Il y a essentiellement trois me´thodes de mode´lisation des
mate´riaux cellulaires :
– Mode´liser totalement la microstructure par e´le´ment finis. Il peut prendre en compte
l’effet de micro–topologie. Mais le prix “nume´rique” est tre`s “couˆteux”.
– Mode´liser le mate´riau seulement au niveau macro–scopique ou` le mate´riau est mode´lise´
par le milieu ge´ne´ralise´ en ajoutant les nouveaux degre´s de liberte´. Cependant, cette
me´thode demande d’introduire de nombreux parame`tres supple´mentaires du mate´riau
qu’il est encore difficiles d’identifier.
– Combiner deux me´thodes (mode´lisation EF2) ou` le comportement au niveau macro est
remplace´ par un calcul EF au niveau micro. Cette me´thode mixte est encore “couˆteuse”
nume´riquement.
Dans cet article, un sche´ma d’homoge´ne´isation est propose´ se basant sur l’attache d’un
milieu de Cauchy he´te´roge`ne microscopique a` un point mate´riel au niveau macroscopique. Le
proble`me au niveau micro sur le VER est un proble`me de me´canique des milieux continus
classiques. Donc, il n’y pas de nouveaux ddls a` ce niveau. Les contraintes d’ordre supe´rieur
sont estime´es au niveau macro par une proce´dure de moyenne adapte´e.
La proce´dure d’homoge´ne´isation est re´alise´e suivant le sche´ma suivant : les quantite´s de
de´formation i.e le gradient de de´formation, la micro-de´formation et le gradient de micro-
de´formation sont calcule´s a` chaque point macroscopique et sont projete´s sur les bords d’un
micro-volume e´le´mentaire. La re`gle de projection est un de´veloppement polynoˆmial. Les
coefficients de ce polynoˆme sont de´termine´s par la minimisation de la moyenne volumique de
l’e´cart entre le de´placement macroscopique et le de´placement microscopique. A l’aide d’une
condition aux limites de Dirichlet au niveau micro, le proble`me est re´solu et les contraintes
microscopiques sont transfe´re´es au niveau macroscopique. L’homoge´ne´isation est comple´te´e
ensuite par l’estimation de la condition Hill-Mandel e´tendue. C’est une relation d’e´quivalence
de la densite´ de l’e´nergie au niveau macro et de l’e´nergie de de´formation attache´e a` un micro-
volume.
3.5.1 Cine´matique
Cette contribution se positionne d’emble´e dans le cadre des grandes de´formations. Dans
la cine´matique micromorphe, on attache a` chaque point mate´riel X un triplet de vecteurs
Ξ caracte´risant la microstructure sous–jacente. La microde´formation χ
∼
caracte´rise alors
la de´formation de ce triplet, inde´pendamment de la de´formation mate´rielle. Les fonctions
caracte´risant cette transformation sont :
x = x (X , t) ξ = ξ (X,Ξ , t) (3.67)
ou` les petites lettres font re´fe´rence a` la configuration actuelles et les majuscules a` la
configuration de re´fe´rence. Ces e´quations conduisent a` :
dx = F∼ .dX ξ = χ∼(X, t).Ξ (3.68)
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ou` χ
∼
est le tenseur du second ordre de micro-de´formation et il est possible de le de´couper
graˆce a` la de´composition polaire :
χ
∼
= R∼ .U∼ (3.69)
ou` : R∼ et U∼ sont successivement tenseur de micro-rotation et micro-de´formation pure. Ces
deux tenseurs sont respectivement orthogonaux et syme´triques, de´finis positifs. La proprie´te´
de R∼ U∼ :
R∼
T .R∼ = I∼ detR∼ = 1 U∼ = U∼
T
On peut de´couper encore U∼ et obtenir :
χ
∼
= jR∼ .U∼
∗ (3.70)
ou` detU∼
∗ = 1.
Cette de´composition peut conduire a` deux autres mode`les de milieux ge´ne´ralise´s :
– χ
∼
= R∼ : milieu micropolaire/Cosserat.
– χ
∼
= jI∼ : milieu a` micro-dilatation. ou` j est la micro–dilatation volumique scalaire du
milieu.
Mesures de de´formation
Trois mesures de de´formation sont ne´cessaires pour e´tablir la loi de comportement du
milieu micromorphe :
F∼ , χ∼
, χ
∼
⊗∇
Contraintes
– Contraintes de Piola-Kirchhoff : P∼ = (detF∼ )σ∼F∼
T−1 ve´rifie l’e´quation :
P∼ .∇+ ρb = 0 (3.71)
ou` ρb est la force volumique.
– Contraintes de second-ordre et de troisie`me ordre S∼ et Q∼ ve´rifiant l’e´quation :
Q
∼
.∇+ (P∼ − S∼).F∼ T + ρc∼ = 0 (3.72)
ou` ρc∼ est le tenseur des couples volumiques.
Energie
L’e´nergie interne est e´gale a` l’e´nergie de de´formation :
ρ0˙ = P∼ : x˙ ⊗∇− ((P∼ − S∼).F∼ T ) : ν˙∼ +Q∼
...ν˙∼ ⊗∇ (3.73)
ou` ν˙∼ = χ˙∼ .χ∼
−1 est le tenseur de vitesse de micro–de´formation.
3.5.2 De´finition des ddls a` partir de la microstructure
On cherche a` exprimer les de´placements et microde´formations du milieu macroscopique
en fonction des de´placements au sein de la cellule e´le´mentaire du mate´riau composite.
De manie`re similaire au cas de Cosserat conside´re´ plus haut, on cherche a` approcher le
champ re´el sur la cellule e´le´mentaire, um, par une transformation homoge`ne, qui ge´ne´ralise
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le mouvement de corps rigide conside´re´ pour Cosserat. Pour ce faire on minimise l’inte´grale :(
1
Vm
∫
Vm
(um − uM − χ∼M .(X m −X M ))dV
)2
(3.74)
Apre`s quelques transformations, la relation entre les champs globaux et locaux sont obtenus :
uM =< um > (3.75)
χ
∼
=
12
l2
< um ⊗ (X m −X M ) > (3.76)
F∼M =< F∼m > (3.77)
χ
∼
⊗∇M = 12
l2
(< (um ⊗X m)⊗∇m > −(uM ⊗X M )⊗∇M ) (3.78)
La variable micromophe apparaˆıt donc comme le premier moment de la distribution du
de´placement au sein de la cellule e´le´mentaire.
Ensuite, les auteurs supposent une forme polynomiale de degre´ 3 du champ de de´placement
microscopique :
um = AM (X M )+(B∼M (X M )−I∼).X m+
1
2
C∼M (XM ) : (X m⊗X m)+
1
6
D≈ M
(X M )
...(X m⊗X m⊗X m)
(3.79)
Les coefficients dans AM , B∼M ,C∼M ,D≈ M
de´pendent de la position du point macroscopique
X M , donc les coefficients sont constants sur le micro–volume. Pour calculer 3 mesures de
de´formation FM ,χ∼M ,χ∼ ⊗ ∇M , l’e´quation (3.79) est introduite dans les e´quations de (3.77-
3.78).
– Si um est constant, le triplet des mesures de de´formation FM ,χ∼M ,χ∼ ⊗ ∇M est nul
−→ A1M = 0.
– Si um est line´aire, on trouve que :
B∼M = F∼M
– Si um est un polynoˆme second-ordre, on trouve que :
C∼M = χ∼M ⊗∇
.
– Si um est polynoˆme d’ordre 3, on trouve que
D≈ M
=
60
l2
χ
∼M
.E≈
ou` le tenseur d’ordre 4 de permutation E≈ est une projection de χ∼M a` D≈ M
.
On a xm = um +X m, la position e´volue selon :
xm1 = FM11Xm1 + FM12Xm2 +
1
2
(
χ
∼M11,1
X2m1 + 2χ∼M12,1Xm1Xm2 + χ∼M12,2X
2
m2
)
(3.80)
+
10
l2
[
χ∗M11(3Xm1X
2
m2 −X3m1) + χ∗M12(3X2m1Xm2 −X3m2)
]
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Fig. 3.28 – Les modes de de´formations sous condition polynoˆmiale second–ordre (a,b) et
d’ordre trois dans l’article de (Ja¨nike and Diebels, 2009).
et
xm2 = FM21Xm1 + FM22Xm2 +
1
2
(
χ
∼M21,1
X2m1 + 2χ∼M21,2Xm1Xm2 + χ∼M22,2X
2
m2
)
+
+
10
l2
[
χ∗M21(3Xm1X
2
m2 −X3m1) + χ∗M22(3X2m1Xm2 −X3m2)
]
Le champ de de´placement (3.80) est e´tabli pour le cas du milieu micromorphe. Il est a`
noter que les auteurs ne font pas intervenir de fluctuation par rapport a` ce champ qui
repre´sente donc une approximation du champ re´el ge´ne´ralement non polynomial. On obtient
les cas particuliers du milieu micropolaire/Cosserat lorsque χ
∼M
= R∼M ), et pour le cas
du milieu micro-dilatation lorsque j
∼M
= (detU∼M )
1/2 =
1
2
trU∼M . Quelques configurations
de´forme´es d’un VER (pris homoge`ne pour l’illustration) sont donne´es pour diffe´rents choix
des coefficients des polynoˆmes pre´ce´dents, sur la figure 3.28.
Les auteurs montrent e´galement des exemples de validation qui seront repris dans notre
the`se.
3.6 Me´thode de correction des modules homoge´ne´ise´s d’ordre
supe´rieur
Dans l’article de (Li, 2011), l’homoge´ne´isation des mate´riaux pour lesquels la supposition
de se´paration d’e´chelle n’est plus valable est conside´re´e. L’auteur a propose´ une me´thodologie
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d’homoge´ne´isation d’ordre supe´rieur utilisant le milieu du second gradient comme milieu
e´quivalent. Cette me´thodologie se compose de deux e´tapes :
– Homoge´ne´isation sur une seule cellule unitaire.
– Transition des proprie´te´s homoge´ne´ise´es localement aux proprie´te´s de la structure
homoge`ne entie`re.
Cette article a le me´rite de mettre en e´vidence la ne´cessite´ de corriger les modules effectifs
ge´ne´ralise´s obtenus selon les me´thodes pre´ce´dentes pour les appliquer au calcul de structures
homoge´ne´ise´s. La deuxie`me e´tape est nouvelle par rapport aux contributions pre´ce´dentes.
Les hypothe`ses principales. La proce´dure d’homoge´ne´isation est base´e sur les remarques
et les hypothe`ses suivantes :
– Une cellule unitaire n’est pas infinite´simale, elle a une dimension finie. La structure Ω
se compose d’un nombre fini de cellules Ω(m). Les Ω(m) constituent un recouvrement de
Ω sans chevauchement.
– Les phases du mate´riau he´te´roge`ne au niveau microscopique sont conside´re´es comme
e´lastiques classiques.
– Le de´velopement Taylor du de´placement microscopique en fonction des coordonne´es
macroscopiques x et microscopiques y :
umi (x, y) =
∂umi (x)
∂xj
yj +
1
2
∂2u
(m)
i (x)
∂xj∂xk
yjyk +
1
6
∂3u
(m)
i (x)
∂xjxkxl
yjykyl + o(y4) (3.81)
est re´e´crit en fonction de la moyenne de gradient de de´placement :
u
(m)
i = u¯
(m)
i,j yj +
1
2
u¯
(m)
i,jkyjyk +
1
6
u¯i,jklyj(ykyl − 3I¯kl) + ... (3.82)
ou`
u¯
(m)
i,j =
1
V (m)
∫
Ωm
u
(m)
i,j (y)dV u¯
(m)
i,jk =
1
V (m)
∫
Ω(m)
u
(m)
i,jk(y)dV I¯kl =
1
V (m)
∫
Ω(m)
ykyldV
(3.83)
L’homoge´ne´isation sur une seule cellule unitaire. La proce´dure d’homoge´ne´isation
propose´e est base´e sur des contraintes impose´es au contour de la cellule e´le´mentaire. Les
contraintes impose´es ont un profil affine. Elle conduit a` la de´finition de la moyenne de densite´
d’e´nergie de de´formation sur une cellule U (m) de la forme :
U (m) =
1
2
(
σ¯
(m)
ij u¯
(m)
i,j + σ¯
(m)
ijk u¯
(m)
i,jk
)
(3.84)
ou`
σ¯
(m)
ij =
1
V (m)
∫
∂Ωm
t
(m)
i yjdS σ¯
(m)
ijk =
1
V (m)
∫
∂Ωm
t
(m)
i yjykdS (3.85)
avec t est le vecteur de traction et le the´ore`me de Green est applique´ pour e´tablir les relations
(3.85) et (3.84) en partant de la moyenne de l’e´nergie e´lastique sur la cellule. Les contraintes
σijk sont les hypercontraintes du milieu du second gradient. Attention : dans cette section,
l’exposant (m) indique le nume´ro de la cellule e´le´mentaire et ne fait pas re´fe´rence au mot
“microscopique”.
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Transition la rigidite´ locale a` la structure entie`re. La proce´dure de transition
commence par l’application de la condition Hill-Mandel ge´ne´ralise´e :
U (m) =
1
2
(
C¯
(m)
ijkl u¯
(m)
i,j u¯
(m)
p,q + D¯
(m)
ijkpqru¯
(m)
i,jk u¯
(m)
p,qr
)
(3.86)
ou`
σ¯i,j = C¯
(m)
ijkl u¯
(m)
i,j σ¯i,jk = D¯
(m)
ijkpqru¯
(m)
i,jk (3.87)
Les D(m)ijkpqr sont les modules e´lastiques ge´ne´ralise´s du second gradient de´termine´s sur chaque
cellule Ω(m). L’e´nergie totale
∫
Ω UdV de la structure Ω est discre´tise´e en cellules Ω
(m) :∫
Ω
UdV =
∑
m
V (m)U (m) =
1
2
∑
m
V (m)
(
C¯
(m)
ijkl u¯
(m)
i,j u¯
(m)
p,q + D¯
(m)
ijkpqru¯
(m)
i,jk u¯
(m)
p,qr
)
(3.88)
Puis, en conside´rant l’e´galite´ :∫
Ω
ui,jC¯ijkluk,ldV =
∑
m
∫
Ω¯(m)
u
(m)
i,j C¯
(m)
ijklu
(m)
p,q dV (3.89)
qui se transforme en :∫
Ω
ui,jC¯ijkluk,ldV =
∑
m
V (m)
(
u¯
(m)
i,j C¯
(m)
ijkl u¯
(m)
p,q + u¯
(m)
i,jkC¯
(m)
ijkl u¯
(m)
p,qr I¯
(m)
kr
)
(3.90)
ou` un terme C¯(m)ijkl est lie´ au terme de gradient de de´placement ui,jk. Cela permet d’ame´liorer
le module de rigidite´ d’ordre supe´rieur D¯(m)ijkpqr en introduisant (3.90) a` (3.88). Les modules
d’ordre supe´rieur de rigidite´ de la structure entie`re sont donc modifie´s :
∫
Ω
UdV =
1
2
∫
Ω
(ui,jC¯ijpqup,q + ui,jk(D¯ijkpqr − C¯ijpq I¯kr)up,qr)dV
=
1
2
∫
Ω
(ui,jC¯ijpqup,q + ui,jkDijkpqrup,qr)dV (3.91)
ou`
Cijkl = C¯ijkl Dijkpqr = D¯ijkpqr − C¯ijpq I¯kr (3.92)
Un exemple nume´rique est re´alise´ pour illustrer cette proce´dure d’homoge´ne´isation.
L’exemple montre en particulier qu’avec cette correction, les modules homoge´ne´ise´s d’ordre
supe´rieur s’annulent si le milieu composite est homoge`ne. C’est une proprie´te´ souhaite´e du
sche´ma d’homoge´ne´isation.
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Les milieux ge´ne´ralise´s comprennent les milieux de degre´ supe´rieur, qui se basent sur
l’introduction des gradients d’ordre supe´rieur du champ de de´placement ou de quelques
variables constitutives caracte´risant la plasticite´, dommage, etc., et les milieux d’ordre
supe´rieur, qui introduisent des degre´s de liberte´ supple´mentaires, souvent de type cine´matique.
L’arche´type de chaque type de ces the´ories des milieux continus enrichis est la the´orie de
gradient de de´formation par Mindlin (Mindlin and Eshel, 1968), d’une part, et le mode`le
micromorphe par Eringen (Eringen and Suhubi, 1964), d’autre part. Une hie´rachie comple`te
des milieux d’ordre supe´rieur et de degre´ supe´rieur est actuellement disponible pour la
mode´lisation de l’effet de la taille sur le comportement me´canique des mate´riaux et de
structures (Forest and Sievert, 2006; Forest, 2009; Hirschberger and Steinmann, 2009). Le
mode`le micromorphe incorpore 9 degre´s de liberte´ supple´mentaires dans le cas 3D, qui
repre´sentent la rotation et la distorsion d’une triade de directions attache´es a` chaque point.
Il repre´sente une des formulations les plus ge´ne´rales qui peuvent eˆtre utilise´es pour de´crire le
comportement line´aire et non–line´aire de´pendant de l’effet de taille de nombreux mate´riaux,
comme les mousses solides ainsi que les mate´riaux cristallins et poreux (Dillard et al., 2006;
Neff and Forest, 2007).
Deux obstacles principaux a` l’usage des mode`les de tels milieux sophistique´s sont
l’interpre´tation physique des degre´s de liberte´ supple´mentaires et l’identification des
nombreux parame`tres supple´mentaires apparaissant dans les lois de comportement du mode`le.
Les milieux ge´ne´ralise´s sont toujours conside´re´s comme des milieux avec microstructure
sans donner pre´cise´ment le lien entre la loi de comportement phe´nome´nologique et la
microstructure de´taille´e du mate´riau. La me´canique des mate´riaux he´te´roge`nes et les
me´thodes d’homoge´ne´isation sont utilise´es largement pour de´duire les proprie´te´s effectives
du mate´riau classique de Cauchy en partant de la description d’un volume e´le´mentaire
repre´sentatif. L’extension de ces me´thodes aux milieux ge´ne´ralise´s e´tablirait des de´finitions
claires des degre´s de liberte´ macroscopiques et fournirait une manie`re syste´matique de
de´terminer les parame`tres supple´mentaires au niveau macro du mate´riau. La technique
d’homoge´ne´isation existe de´ja` dans la construction du mode`le de poutre de Timoshenko–
Cosserat (mode`le 1D), et mode`le de plaque Mindlin (mode`le 2D) (Altenbach et al., 2010).
Dans le cas 3D des milieux ge´ne´ralise´s, elle a e´te´ propose´e dans (Gologanu et al., 1997; Forest,
1998; Forest, 1999) dans le but de construire un mode`le effectif de milieu ge´ne´ralise´ a` partir
du mate´riau he´te´roge`ne classique de Cauchy par le moyen des me´thodes d’homoge´ne´isation
d’ordre supe´rieur. Ces techniques d’homoge´ne´isation doivent eˆtre bien distingue´es d’autres
sujets de recherche qui consistent a` conside´rer un mode`le ge´ne´ralise´ a` tous les deux niveaux
microscopique et macroscopique. Pour l’instant, l’homoge´ne´isation des composites de Cosserat
a e´te´ e´tudie´e dans (Forest et al., 2001; Liu and Hu, 2003; Xun et al., 2004). Le pre´sent travail
se concentre sur la construction d’un milieu global du second–gradient ou micromorphe a`
partir d’un mate´riau he´te´roge`ne de Cauchy au niveau micro. L’approche utilisant un tel
milieu ge´ne´ralise´ est ne´cessaire lorsque de forts gradients de de´formation se de´veloppent a`
l’e´chelle macroscopique, plus pre´cise´ment, lorsque la longueur d’onde de variation des champs
macroscopiques n’est pas suffisamment grande par rapport a` la dimension des he´te´roge´ne´ite´s.
Dans ce but, des conditions aux limites quadratiques applique´es sur un VER ont e´te´
premie`rement propose´es dans (Gologanu et al., 1997; Forest and Sab, 1998a) pour construire
successivement un milieu global du second–gradient et de Cosserat. Elles repre´sentent une
extension des conditions affines classiques utilise´es dans la the´orie d’homoge´ne´isation classique
(Besson et al., 2009). Elles ont e´te´ utilise´es pour identifier les raideurs d’ordre supe´rieur,
typiquement la rigidite´ de flexion, qui sont ne´cessaires pour rendre compte de l’effet de
taille des fibres dans les composites sous des gradients macroscopiques de de´formation
significativement grands, dans (Ostoja-Starzewski et al., 1999b; Bouyge et al., 2001a; Bouyge
et al., 2002b; Sansalone et al., 2006; Chen et al., 2009; Anthoine, 2010). Les approches
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de Cosserat sont bien adapte´es particulie`rement pour de´crire le comportement effectif des
mate´riaux du ge´nie civil et des mate´riaux granulaires, comme montre´ dans (Trovalusci and
Masiani, 2003; Goddard, 2008; Salerno and de Felice, 2009; Besdo, 2010).
Une telle proce´dure d’homoge´ne´isation d’ordre supe´rieur a e´te´ utilise´e en combinaison
avec la me´thode nomme´e e´le´ments finis au carre´, FE2, pour laquelle la loi de comportement
a` chaque point mate´riel de la structure conside´re´e est remplace´e par la re´solution d’un
proble`me aux limites sur la cellule e´le´mentaire de mate´riau he´te´roge`ne. Cette me´thode est tre`s
couˆteuse au niveau nume´rique mais fournit la possibilite´ de s’attaquer aux proble`mes non–
line´raires sans e´crire les lois de comportement explicites macroscopiques dans le mode`le de
milieu ge´ne´ralise´. Dans (Feyel, 2003), le mode`le de Cosserat est utilise´ au niveau macro pour
repre´senter un composite fibre–matrice et les conditions aux limites quadratiques et cubiques
propose´es dans (Forest and Sab, 1998a) sont applique´es a` chaque cellule e´le´mentaire. Dans les
re´fe´rences (Geers et al., 2001; Kouznetsova et al., 2002b; Kouznetsova et al., 2004c), le milieu
macroscopique vise´ est un milieu du second gradient, les conditions aux limites quadratiques
sont suffisantes. Plus re´cemment, un milieu global micromorphe a e´te´ conside´re´ dans (Forest,
2002; Ja¨nicke et al., 2009; Ja¨nicke and Diebels, 2009) qui repre´sente actuellement l’extension
la plus ge´ne´rale du mode`le homoge`ne classique.
Pourtant, dans la plupart des cas, les proce´dures e´tendues d’homoge´ne´isation propose´es
restent encore heuristiques et plusieurs questions sont encore ouvertes : l’existence d’un
volume e´le´mentaire repre´sentatif en pre´sence de conditions aux limites non–homoge`nes,
les proprie´te´s du champ local de fluctuation dans le cas des conditions macroscopiques
polynoˆmiales, comme re´cemment mentionne´ par (Yuan et al., 2008), et la contribution de
cette fluctuation dans la lemme de Hill–Mandel e´tendu. L’objectif de ce travail est d’illustrer
que la prescription des conditions polynoˆmiales me`ne a` un e´tat d’e´nergie converge´e et bien
de´fini sur la cellule e´le´mentaire qui peut eˆtre utilise´ pour identifier les proprie´te´s effectives
d’un milieu homoge`ne ge´ne´ralise´. La de´viation du champ local par rapport au chargement
polynoˆmial sera caracte´rise´e afin d’estimer la contribution de cette fluctuation au travail des
forces internes du milieu effectif.
Ce chapitre est organise´ comme suit : la deuxie`me section discutera les diffe´rentes
techniques d’homoge´ne´isation disponibles pour construire un mode`le effectif du second
gradient a` partir d’un mate´riau composite de Cauchy, et mettra en e´vidence leurs
limitations actuelles. Dans la troisie`me section, l’approche est ge´ne´ralise´e pour le milieu
global micromorphe. Un polynoˆme est propose´ afin de prescrire les mesures de de´formation
ge´ne´ralise´es au niveau global sur la cellule e´le´mentaire. Une strate´gie de calcul est de´crite dans
la quatrie`me section pour de´finir la notion de volume e´le´mentaire repre´sentatif en appliquant
les conditions aux limites non–homoge`nes a` deux mate´riaux composites : e´lastique et e´lasto–
plastique.
Les travaux pre´sente´s dans ce chapitre ont fait l’objet des publications (Trinh and Forest,
2010; Forest and Trinh, 2011).
4.1 Homoge´ne´isation au second ordre
L’objectif de cette me´thode d’homoge´ne´isation est de remplacer un mate´riau de Cauchy
micro–he´te´roge`ne V∞ par un milieu e´quivalent homoge`ne avec les coordonne´es X de son
point mate´riel global. On suppose qu’un volume e´le´mentaire V (X ), de volume V , peut eˆtre
attache´ a` chaque point mate´riel X . Les points locaux dans V (X ) sont caracte´rise´s par les
coordonne´es locales x . Pour simplifier, les volumes e´le´mentaires V (X ) sont suppose´s avoir
la meˆme morphologie des phases. Chacun peut eˆtre obtenu par la translation d’une cellule
e´le´mentaire de re´fe´rence donne´e V (0 ).
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4.1.1 Mode`le du second gradient et la me´thode des de´veloppements
asymptotiques multi-e´chelles
Le mode`le du second gradient est base´ sur l’introduction du premier et second gradient
du champ de de´placement, U (X ). En particulier, la densite´ de travail des forces internes
prend la forme suivante :
p(i)(U ) = σ∼ : U ⊗∇X +M∼
...U ⊗∇X ⊗∇X (4.1)
ou` σ∼ est le tenseur syme´trique des contraintes simples (ou classiques) etM∼ est le tenseur des
contraintes supe´rieures ou des doubles contraintes qui sont syme´triques par rapport aux deux
derniers indices. Il faut noter qu’il y a une stricte e´quivalence entre le mode`le a` gradient de
de´formation et celui second gradient de de´placement en vertu des relations de compatibilite´
(Mindlin and Eshel, 1968). Les tenseurs de contraintes satisfont l’e´quation d’e´quilibre de la
quantite´ de mouvement ci-dessous :
τ∼ ·∇X = 0, avec τ∼ = σ∼ −M∼ ·∇X (4.2)
en absence de forces volumiques ni d’acce´le´ration. La loi de comportement lie les tenseur du
premier et du second gradient de de´placement aux tenseurs des contraintes correspondantes.
La me´thode des de´veloppements asymptotiques multi-e´chelles a e´te´ utilise´e dans (Boutin,
1996b) pour de´duire une telle loi de comportement dans le cas de composites line´aires
e´lastiques avec une microstructure pe´riodique. Dans ce but, le champ local u (x ) a` l’inte´rieur
du volume e´le´mentaire est de´veloppe´ sous la forme :
u (x ,X ) = u 0(x ,X ) + u 1(x ,X ) + 
2u 2(x ,X ) + 
3u 3(x ,X ) + ... (4.3)
ou`  = l/L est un petit parame`tre de´fini comme le rapport de la taille typique l de
l’he´te´roge´ne´ite´ dans le composite et la longueur d’onde L de la variation des champs
macroscopiques. Dans le cadre de cette contribution, les coordonne´es locales repre´sentent
un zoom x = X / autour du point mate´riel X . Les champs u i peuvent eˆtre conside´re´s
comme les solutions d’une se´rie de proble`mes aux limites sur la cellule e´le´mentaire :
u (x ,X ) = U (X )+A∼ 1(x ) : U ⊗∇X+
2A≈ 2(x )
...U ⊗∇X⊗∇X+3A≈ 3(x ) :: U ⊗∇X⊗∇X⊗∇X+...
(4.4)
ou` les tenseurs Ai sont les tenseurs de localisation calcule´s en re´solvant les proble`mes
auxiliaires avec des conditions aux limites adapte´es. Ils sont des fonctions pe´riodiques des
coordonne´es locales. L’application de la loi e´lastique line´aire comme la loi de comportement
locale a` l’inte´rieur de la cellule e´le´mentaire et le calcul des contraintes de Cauchy classiques
de´livrent les modules e´lastiques d’ordre supe´rieur du milieu du second gradient au niveau
global.
Cette me´thode d’expansion asymptotique fournit la loi constitutive liant les contraintes τ∼
aux gradients de premier, second et troisie`me ordre du champ de macro–de´placement, comme
il se doit. En effet, si σ∼ et M∼ sont line´airement lie´s aux premiers et seconds gradients de
de´placement, le tenseur de contraintes τ∼ doit de´pendre e´galement du gradient de troisie`me
ordre du de´placement d’apre`s la de´finition dans (4.2). Ce fait a e´te´ peu note´ dans la litte´rature.
4.1.2 Les exigences pour l’homoge´ne´isation au second ordre
Dans le contexte de la the´orie d’homoge´ne´isation classique, par exemple suivant la
me´thode multi–e´chelle asymptotique, les degre´s de liberte´ de de´placement au point mate´riel
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X sont de´finis comme la valeur moyenne du champ local de de´placement dans une cellule
e´le´mentaire V (X ) :
U (X ) =< u (x ) >V (X )=
1
V
∫
V (X )
u (x ) dV =
1
V
∫
V∞
u (x )HV (x −X ) dV (4.5)
ou` HV , la fonction indicatrice associe´e au domaine V (0 ), prend la valeur 1 pour les points a`
l’inte´rieur de V (0 ) et 0 pour les autres points. En conse´quence, en supposant une re´gularite´
suffisante du champ local de de´placement, on a :
U ⊗∇X = ∂U
∂X
=
1
V
∫
V∞
u (x )⊗∂HV
∂X
(x−X ) dV = 1
V
∫
∂V (X )
u (x )⊗n dV = 1
V
∫
V (X )
∂u
∂x
dV
(4.6)
ou` n est le vecteur normal exte´rieur au bord du domaine V (X ), consultez (Mei et al., 1996)
pour une discussion plus de´taille´e de tels the´ore`mes. On obtient le re´sultat :
U ⊗∇X =< u ⊗∇x >V (X ) (4.7)
De la meˆme fac¸on, en supposant a` nouveau la re´gularite´ suffisante du champ local de
de´placement, on a :
U ⊗∇X ⊗∇X =< u (x )⊗∇x ⊗∇x > (4.8)
Un mate´riau he´te´roge`ne peut eˆtre remplace´ par un mode`le homoge`ne du second gradient
dans la mesure ou` il existe une e´quivalence e´nerge´tique entre les deux milieux, sur le plan du
travail des forces internes associe´es a` chaque milieu :
< σ∼ : ε∼ >V (X )= Σ∼ (X ) : E∼ (X ) +M∼ (X )
...K∼ (X ) (4.9)
Cette formulation repre´sente une extension de la condition Hill–Mandel, tre`s bien connue
dans la the´orie d’homoge´ne´isation classique (Rodin, 2007).
Les conditions (4.7),(4.8),(4.9) sont les seules exigences qu’il faut remplir par une
proce´dure d’homoge´ne´isation au second ordre. En particulier, la prescription des conditions
aux limites ge´ne´ralise´es sur la cellule e´le´mentaire ne doit pas contredire les relations (4.7,4.8)
entre les champs local et global des gradients. Les de´finitions explicites doivent aussi eˆtre
compatibles avec la condition (4.9).
4.1.3 Polynoˆme quadratique propose´
Le polynoˆme quadratique a e´te´ propose´ initialement dans (Gologanu et al., 1997; Forest,
1998; Kruch and Forest, 1998; Forest and Sab, 1998a; Enakoutsa and Leblond, 2009)
en e´largissant les conditions affines usuelles de chargement d’un volume e´le´mentaire afin
d’inte´grer l’effet de second gradient dans le proce´de´ d’homoge´ne´isation. Un tel de´veloppement
polynoˆmial repre´sente une alternative aux me´thodes de de´veloppements asymptotiques multi–
e´chelle dans le but de de´duire des proprie´te´s d’ordre supe´rieur, son advantage est d’utiliser
une manie`re simple, sans compter du comportement local line´aire ou non–line´aire du mate´riau
composite.
Conside´rons au de´but un champ de de´placement quadratique prescrit a` tout un volume
e´le´mentaire V :
u ∗(x ) = E∼ · x +
1
2
D∼ : (x ⊗ x ), u∗i = Eijxj +
1
2
Dijkxjxk, ∀x ∈ V (X ) (4.10)
ou` E∼ est un tenseur constant d’ordre deux etD∼ , ayant les proprie´te´s de syme´trie Dijk = Dikj ,
est un tenseur constant d’ordre trois. Quand X est pris comme le centre ge´ome´trique de
V (X ), on calcule successivement :
< u ∗(x )⊗∇x >V (X )= E∼ +D∼ ·X , < u ∗(x )⊗∇x ⊗∇x >V (X )=D∼ (4.11)
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La prescription du champ complet de de´placement (4.10) peut eˆtre utilise´e comme une
extension du mode`le d’homoge´ne´isation de Voigt et Taylor, pour lequel seuls les de´formations
sont suppose´es homoge`nes, afin d’estimer les proprie´te´s effectives du second gradient.
Ne´anmoins, comme dans le cas classique, les proprie´te´s obtenues sont trop rigides en ge´ne´ral.
Par conse´quent, les conditions quadratiques peuvent eˆtre limite´es au bord ∂V (X ) de la cellule
e´le´mentaire :
u (x ) = u ∗(x ) = E∼ · x +
1
2
D∼ : (x ⊗ x ), ∀x ∈ ∂V (X ) (4.12)
Cette prescription de´termine entie`rement les de´formations moyennes engendre´es dans la
cellule e´le´mentaire, en vertu du the´ore`me de Gauss :
< u (x )⊗∇x >V (X ) =
1
V
∫
∂V (X )
u (x )⊗ n dS = 1
V
∫
∂V (X )
u ∗(x )⊗ n dS
=
1
V
∫
V (X )
u ∗(x )⊗∇xdV = 1
V
∫
V (X )
(E∼ +D∼ · x )dV = E∼ +D∼ ·X
(4.13)
Cependant, on ne peut rien dire en ge´ne´ral sur la valeur moyenne du second gradient du
de´placement dans le volume e´le´mentaire mate´riel
< u (x )⊗∇x ⊗∇x >V (X )=
1
V
∫
∂V
(u ⊗∇x)⊗ n dS (4.14)
car le gradient du champ de de´placement n’est a priori ni controˆle´ ni connu sur la frontie`re
de la cellule, a` partir des seules conditions de Dirichlet. En fait, l’usage des conditions aux
limites quadratiques de Dirichlet permet le controˆle des de´formations moyennes mais ne donne
qu’une information partielle sur les valeurs de leurs gradients (u ⊗∇x)(x ) sur le bord. Par
conse´quent, aucune information ne peut eˆtre obtenue sur les valeurs de la moyenne de second
gradient et cette moyenne ne peut donc pas eˆtre directement controˆle´e par les coefficients du
polynoˆme quadratique. Pour cette raison, la condition < u ⊗∇x ⊗∇x >V= D∼ doit eˆtre
conside´re´e comme une restriction supple´mentaire a` imposer a` la solution du proble`me aux
limites sur le volume e´le´mentaire. Jusqu’a` pre´sent, aucun sche´ma nume´rique rigoureux n’a e´te´
propose´ pour imposer cette restriction supple´mentaire de manie`re correcte. Cela sera discute´
plus dans la section 4.1.5.
Dans l’homoge´ne´isation classique, it est bien connu que l’application de la condition aux
limites de de´formation homoge`ne sur une cellule e´le´mentaire de milieu pe´riodique conduit
a` des modules d’e´lasticite´ trop rigides (Kanit et al., 2006). Les conditions aux limites
pe´riodiques introduisant une fluctuation qui est pe´riodique aux bords sont les conditions
les mieux adapte´es. Une fluctuation doit e´galement eˆtre introduite dans le cas des conditions
quadratiques de chargement. Un champ de fluctuation est ainsi ajoute´ sous la forme :
u (x ) = E∼ ·x +
1
2
D∼ : (x ⊗x )+v (x ), ui = Eijxj+
1
2
Dijkxjxk+vi, ∀x ∈ V (X ) (4.15)
ou` v (x ) est le champ de fluctuation. Le champ de fluctuation peut contribuer ensuite aux
moyennes de de´formation et de gradient de de´formation :
< u (x )⊗∇x >V (X )= E∼ +D∼ ·X + < v (x )⊗∇x >V (X ) (4.16)
< u (x )⊗∇x ⊗∇x >V (X )=D∼+ < v (x )⊗∇x ⊗∇x >V (X ) (4.17)
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Si la fluctuation est pe´riodique, i.e. si elle prend la meˆme valeur en deux points homologues de
la bordure de la cellule e´le´mentaire, les moyennes des premier et second gradients du champ
de fluctuation disparaissent et les moyennes de de´formation et de gradient de de´formation
peuvent eˆtre controˆle´es par les coefficients du polynoˆme. Une telle hypothe`se est compatible
avec l’homoge´ne´isation au premier ordre classique caracte´rise´e par la prescription du tenseur
E∼ . Mais il n’y pas aucune raison d’avoir une telle exigence de pe´riodicite´ en pre´sence du
chargement de gradient de de´formation, comme l’ont indique´ (Yuan et al., 2008). D’autre
part, la condition pe´riodique sur le champ de fluctuation doit eˆtre accompagne´e par des
conditions statiques correspondantes afin d’obtenir un proble`me aux limites bien pose´. Dans
la the´orie d’homoge´ne´isation classique, la proprie´te´ d’anti–pe´riodicite´ du vecteur contrainte
aux points homologues est requise :
v (x−) = v (x+), t (x+) = −t (x−) (4.18)
ou` t = σ∼
± · n± est le vecteur contrainte et x± sont des points homologues au bord. Quand
un gradient de de´formation est applique´ a` une cellule e´le´mentaire, les vecteurs contraintes
ne sont plus anti–pe´riodiques en ge´ne´ral, comme le montre la figure 4.2 ou` les vecteurs de
traction ne sont plus anti–pe´riodiques, l’illustration la plus visible est sur la deuxie`me ligne
(le contenu de ces figures sera de´taille´ dans la suite). En flexion par exemple, la contrainte
peut eˆtre pe´riodique dans une direction mais ne l’est pas dans la direction perpendiculaire a`
l’axe neutre.
Quand le champ local de de´placement est exprime´ sous la forme (4.15), ce qui est toujours
possible, la condition Hill–Mandell (4.9) devient :
< σ∼(x ) : ε∼(x ) >V (X )=< σ∼(x ) >V (X ): E∼+D∼
... < σ∼(x )⊗x >V (X ) + < σ∼(x ) : v (x )⊗∇x >V (X )
(4.19)
Lorsque la contribution < σ∼(x ) : v (x ) ⊗ ∇x >V (X ) de la fluctuation au travail global
des forces internes disparaˆıt, les de´finitions suivantes des tenseurs de contraintes et de
de´formations globales sont le´gitimes :
< u (x )⊗∇x >V (X )= E∼ , K∼ (X ) =< u (x )⊗∇x ⊗∇x >V (X )=D∼ (4.20)
Σ∼ (X ) :=< σ∼(x ) >V (X ), M∼ (X ) :=< σ∼(x )⊗ x >V (X ) (4.21)
ainsi le tenseur des contraintes supe´rieures est lie´ au premier moment de la distribution du
champ des contraintes de Cauchy a` l’inte´rieur du volume e´le´mentaire.
Lorsque le champ de fluctuation v est pe´riodique et que le vecteur-contrainte est anti–
pe´riodique, la contribution de la fluctuation au travail global des forces internes disparaˆıt
clairement. Les de´finitions pre´ce´dentes des contraintes et de de´formation sont donc licites.
Tel est le cas si D∼ = 0, i.e dans le cadre d’homoge´ne´isation classique. Pourtant, dans le cas
ge´ne´ralD∼ 6= 0, la fluctuation n’est pas ne´cessairement pe´riodique et e´galement, il n’y a pas de
raison d’espe´rer la disparition de sa contribution a` l’e´nergie globale. En effet, les identifications
(4.20) et (4.21) ne sont licites que dans le cas ou` le de´placement est quadratique sur tout le
volume, comme dans (4.10). Lorsque le polynoˆme est prescrit seulement sur la bordure de
la cellule suivant (4.15), rien n’assure que < u (x ) ⊗∇x ⊗∇x >V (X )= D∼ , comme discute´
au-dessus.
Donc, en ge´ne´ral, l’e´nergie associe´e a` la fluctuation ne s’annule pas :
< σ∼(x ) : v (x )⊗∇x >V (X ) 6= 0 (4.22)
Cette contribution sera examine´e dans la section 4.4 et 4.5. Lorsque cette contribution est
connue, les tenseurs des contraintes au niveau global sont de´finis d’une manie`re implicite par
(4.19).
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Ainsi, des conditions supple´mentaires sur la fluctuation restent a` de´finir afin que la
moyenne du gradient de de´formation puisse eˆtre prescrite sur la cellule e´le´mentaire. C’est
aujourd’hui encore une question ouverte.
4.1.4 Le lien entre l’approche a` couple de contraintes et l’approche de
Cosserat
Les auteurs dans (Forest, 1998; Ostoja-Starzewski et al., 1999b; Bouyge et al., 2001a;
Bouyge et al., 2002b) ont adopte´ une version restreinte du polynoˆme (4.10) qui s’e´crit, dans
le cas 2D, comme on l’a vu au chapitre pre´ce´dent :
u∗1 = −K31x1x2 −
K32
2
x22, u
∗
2 = K32x1x2 +
K31
2
x21 (4.23)
ou` la matrice Kij peut eˆtre interpre´te´e comme le tenseur global de la courbure du milieu
effectif a` couple de contraintes ou de Cosserat, comme dans (Forest and Sab, 1998a). La
the´orie des couples de contraintes est un cas particulier du mode`le du second gradient pour
lequel seul l’effet du gradient de rotation mate´rielle, i.e la partie anti–syme´trique du gradient
de de´placement, est pris en compte. La the´orie de Cosserat est obtenue une fois que la
microrotation est diffe´rente de la rotation mate´rielle et traite´e comme un degre´ de liberte´
inde´pendant. La the´orie de Cosserat se diffe´rencie de la the´orie des couples de contraintes de
la meˆme manie`re que la poutre Timoshenko se diffe´rencie de la poutre d’Euler–Bernoulli, dans
le cas 1D. C’est pourquoi le mode`le de Cosserat posse`de une mesure ge´ne´ralise´e de de´formation
qui est la diffe´rence entre la micro–rotation et la rotation mate´rielle. Il est montre´ dans (Forest
and Sab, 1998a; Branke et al., 2009) que cette rotation relative peut eˆtre impose´e a` la cellule
e´le´mentaire par le moyen d’un polynoˆme d’ordre 3, qui prend la forme suivante dans le cas
2D :
u∗1 = Dˆ(x
3
2 − 3x21x2), u∗2 = −Dˆ(x31 − 3x21x2) (4.24)
avec un seul coefficient supple´mentaire Dˆ.
Dans le cas 3D, il est prouve´ dans (Forest, 1999) qu’un polynoˆme d’ordre 4 est ne´cessaire
pour controˆler la trace du tenseur de courbure qui disparaˆıt dans le cas 2D et ne peut pas
eˆtre prescrite par le moyen du polynoˆme quadratique.
4.1.5 Les limitations des approches actuelles
L’analyse de la litte´rature montre qu’il est difficile en ge´ne´ral de respecter les conditions
simultane´es sur la fluctuation, i.e. de garantir :
< u (x )⊗∇x ⊗∇x >V (X )=D∼ et < σ∼(x ) : v (x )⊗∇x >V (X )= 0 (4.25)
Dans les re´fe´rences (Gologanu et al., 1997; Zybell et al., 2009; Ja¨nicke et al., 2009), les
conditions non–homoge`nes sont directement prescrites sur le bord de cellule e´le´mentaire,
conforme´ment a` l’e´quation (4.12). Suite a` la dicussion pre´ce´dente, la moyenne du second
gradient ne peut pas eˆtre controˆle´e. Autrement dit, il n’y a aucune relation directe entre
la moyenne de second gradient et les coefficients du polynoˆme quadratique dans (4.12).
Cela entraˆıne que la de´finition (4.21) des contraintes d’ordre supe´rieur reste seulement une
estimation dont la qualite´ n’est pas connue.
Dans le cas spe´cial du polynoˆme de flexion (4.23) et pour les micro–structures spe´cifiques
conside´re´es dans (Forest and Sab, 1998a; Bouyge et al., 2001a; Feyel, 2003), l’application
de pe´riodicite´ (4.18) semble suffisante et le champ de fluctuation trouve´ nume´riquement ne
contribue pas a` l’e´nergie globale. Avec les conditions de flexion, et pour la syme´trie spe´ciale
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de la cellule e´le´mentaire, clairement, les conditions anti–pe´riodiques (4.18) pour le vecteur–
contrainte sont encore pertinentes. Mais ce n’est qu’approximatif dans le cas du polynoˆme
d’ordre 3, exige´ pour le mode`le de Cosserat complet.
Dans la strate´gie FE2, utilise´e dans (Geers et al., 2001; Kouznetsova et al., 2002b;
Kouznetsova et al., 2004c), il est essentiel que les conditions (4.25) soient ve´rifie´es. C’est
pourquoi, les auteurs posent la question de la re´alisation de ces conditions (4.25). Ils adoptent
les conditions pe´riodiques (4.18), avec une restriction line´aire heuristique supple´mentaire sur
la fluctuation v (de´rive´e de la de´finition heuristique (A5) dans (Kouznetsova et al., 2002b)).
Cependant, cette condition supple´mentaire n’assure pas que la moyenne du second gradient
du champ de de´placement soit controˆle´ par D∼ dans (4.25), comme reconnu par les auteurs.
D’autre part, la condition anti–pe´riodique du vecteur–contrainte, tacitement utilise´e dans ces
contributions, permet que la fluctuation ne contribue pas au travail global des forces internes,
qui est la deuxie`me condition dans (4.25) (condition (34) dans (Kouznetsova et al., 2002b)).
Cette condition anti–pe´riodique toutefois devrait eˆtre abandonne´e en pre´sence des gradients
globaux des contraintes et de de´formation.
Le fait que les conditions pe´riodiques usuelles (4.18) ne puissent pas eˆtre utilise´es dans
le contexte d’homoge´ne´isation au second ordre a e´te´ analyse´e par les auteurs dans (Yuan
et al., 2008). Ces auteurs ont propose´ au lieu de cette condition usuelle de pe´riodicite´ une
combinaison d’un terme affine multiplie´ par un terme pe´riodique sugge´re´e par l’observation
des correcteurs dans les de´veloppements asymptotiques multi–e´chelles (Boutin, 1996b).
Mais, cette fluctuation, malgre´ son ame´lioration compare´e a` l’hypothe`se pe´riodique, reste
approximative et limite´e a` l’usage dans le contexte line´aire e´lastique, pour lequel la me´thode
asymptotique reste efficac¸e.
Ainsi, aucun sche´ma the´orique ni nume´rique ne semble disponible dans la litte´rature
qui puisse assurer strictement les exigences (4.25). Seuls des sche´mas approximatifs ont e´te´
propose´s. Dans ce travail, on n’essaiera pas d’e´tablir de telles conditions. Au lieu de cela, nous
allons utiliser le polynoˆme comme condition aux limites sur un grand volume e´le´mentaire
repre´sentatif, et enregistrer l’e´volution des contributions ge´ne´ralise´es. Cette me´thode va
permettre de de´terminer la fluctuation de manie`re exacte et d’e´tudier ses proprie´te´s. La
me´thodologie permettra e´galement d’identifier le comportement effectif suivant un sche´ma
implicite.
4.2 Approche micromorphe
La the´orie micromorphe fut propose´e la premie`re fois par (Eringen and Suhubi, 1964;
Mindlin, 1964) en introduisant des degre´s de liberte´ de micro–de´formation par un tenseur
du second ordre ge´ne´rallement non–syme´trique, χ
∼
(X ), ajoute´s aux degre´s de liberte´ de
de´placement,U (X ). Il faut noter que le champ de microde´formation n’est pas ne´cessairement
un champ compatible, c’est–a`–dire qu’il ne de´rive pas syste´matiquement d’un champ de
vecteurs. Le de´veloppement du gradient de micro–de´formation
K∼ (X ) = χ∼(X )⊗∇X (4.26)
contribue au travail des forces internes au stockage d’e´nergie. Il y a e´galement un prix
e´nerge´tique a` payer pour que la micro–de´formation puisse partir de la macro–de´formation,
caracte´rise´ par la mesure de de´formation relative :
e∼(X ) = U (X )⊗∇X − χ∼(X ) (4.27)
Le mode`le micromorphe comprend la the´orie de gradient de de´formation comme un cas limite
si la restriction :
χ
∼
≡ U ⊗∇X ⇐⇒ e∼ ≡ 0 (4.28)
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est re´alise´e (Forest, 2009).
4.2.1 La de´finition des degre´s de liberte´ micromorphes
Une signification cine´matique du mode`le micromorphe a e´te´ propose´e par Germain
(Germain, 1973), que l’on paraphrase ici :
Dans une the´orie qui prend en compte la microstructure, a` partir du point de vue
macroscopique de la me´canique des milieux continus, chaque particule repre´sente un point
mate´riel X , mais ses proprie´te´s cine´matiques peuvent eˆtre de´finies de fac¸on plus raffine´e.
Du point de vue microscopique, un particule apparaˆıt elle–meˆme comme un milieu continu
V (X ) d’extension infinite´simale. Appelons X son centre de masse et x un point de V (X ).
Comme V (X ) est un petit volume, il est naturel de conside´rer le de´veloppement de Taylor du
champ local de de´placement u (x ) par rapport a` x −X et aussi,en premie`re approximation,
de s’arreˆter au premier terme :
u (x ,X ) = U (X ) + χ
∼
· (x −X ) (4.29)
La signification physique de cette hypothe`se est claire : on postule que l’on peut obtenir une
description suffisante du mouvement relatif des diffe´rents points constituant la particule si
l’on suppose que ce mouvement relatif est une de´formation homoge`ne.
Pour un champ local donne´ u (x ,X ), ou sous la forme re´duite u (x ), au lieu d’effectuer
explicitement le de´veloppement de Taylor mentionne´ ci–dessus, il a e´te´ propose´ dans (Forest
and Sab, 1998a; Forest, 2002; Ja¨nicke et al., 2009) de de´terminer le champ de de´formation
homoge`ne (4.29) qui est le plus proche au champ de de´placement actuel, dans le cadre d’un
proble`me de minimisation :
min
U (X ),χ
∼
(X )
∫
V (X )
∣∣∣∣∣∣u (x )−U (X )− χ∼(X ) · (x −X )∣∣∣∣∣∣2 dV (4.30)
pour un point mate´riel donne´ X . Le proce´de´ de minisation est simple et fournit, en prenant
X comme le centre de V (X ) :
U (X ) =< u (x ) >V (X ) (4.31)
χ
∼
(X ) =< (u (x )−U (X ))⊗ (x −X ) >V (X ) .A∼−1 =< u (x )⊗ (x −X ) >V (X ) .A∼−1
(4.32)
avec
A∼ =< (x −X )⊗ (x −X ) >V (X ) (4.33)
La relation (4.31) est connue en homoge´ne´isation classique et de´finit le de´placement
macroscopique comme le moment ze´ro du champ local de de´placement. La formule (4.32)
a le me´rite de de´finir sans ambigu¨ıte´ les degre´s de liberte´ micromorphes au niveau macro
comme le premier moment du champ local de de´placement, le tenseur A∼ e´tant le tenseur
du moment quadratique de la cellule e´le´mentaire. Elle repre´sente une ame´lioration de la
description macroscopique qui inte`gre les effets supple´mentaires des microstructures.
Si le champ de de´placement est une transformation line´aire, u = E∼ · x , la
microde´formation est calcule´e comme :
χij =< uixk > A−1kj =< Eilxlxk > A
−1
kj = Eil < xlxk > A
−1
kj = Eij (4.34)
Elle co¨ıncide donc avec la macro–de´formation E∼ . En particulier, si un mouvement du corps
rigide est applique´ a` la cellule e´le´mentaire, la micro–de´formation se re´duira a` la rotation
applique´e, comme il se doit.
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4.2.2 Les mesures de de´formation d’ordre supe´rieur
La the´orie me´canique exige l’e´valuation des gradients macroscopiques des degre´s de liberte´.
Le gradient macroscopique du champ de de´placement est encore donne´ par la moyenne (4.7).
Le gradient de la micro–de´formation (5.1) est calcule´ en utilisant la de´finition (4.32) de la
fac¸on suivante :
Kijk =
∂
∂Xk
(
< (ui − Ui)(xl −Xl) > A−1lj
)
(4.35)
= <
∂
∂xk
((ui − Ui)(xl −Xl)) > A−1lj + < (ui − Ui)(xl −Xl) >
∂
∂Xk
A−1lj
= < ui,k(xl −Xl) > A−1lj + < (ui − Ui) > A−1kj + < (ui − Ui)(xl −Xl) > A−1lj,k
En prenant en compte (4.31), et en supposant que A∼ ne varie pas d’un point mate´riel a`
l’autre, le gradient de micro–de´formation prend la forme simple :
K∼
T (X ) =< u (x )⊗∇x ⊗ (x −X ) > ·A∼−1, Kijk =< ui,k(xl −Xl) > A−1lj (4.36)
ou` la transposition du tenseur d’ordre 3 est applique´e aux deux derniers indices. Par
conse´quent, le gradient de micro–de´formation peut eˆtre interpreˆte´ comme le premier moment
de la distribution du gradient local de de´placement.
La de´formation relative doit e´galement eˆtre e´value´e et prend la forme de la diffe´rence :
e∼(X ) =< u (x )⊗∇x >V (X ) − < u (x )⊗ (x −X ) >V (X ) ·A∼−1 (4.37)
Lorsque le champ de de´placement u est une transformation line´aire, incluant le mouvement
de corps rigide, la de´formation relative et le gradient de micro–de´formation s’annulent, comme
il le faut.
4.2.3 Polynoˆme propose´ comme condition aux limites
Comme discute´ dans la section 4.1.4, on conside`re le polynoˆme de degre´ 4 suivant :
u∗i (x ) = Eijxj +
1
2
Dijkxjxk +
1
3
Dijklxjxkxl +
1
4
Dijklmxjxkxlxm, ∀x ∈ V (0) (4.38)
qui s’e´crit sous la forme intrinse`que suivante :
u ∗(x ) = E∼ ·x +
1
2
D∼ : (x ⊗x )+
1
3
D≈
... (x ⊗x ⊗x )+ 1
4
D∼∼
:: (x ⊗x ⊗x ⊗x ), ∀x ∈ V (0)
(4.39)
ou` les coefficients sont des tenseurs d’ordre 2 a` d’ordre 5.
Les mesures de de´formation micromorphes au niveau macro sont maintenant
successivement calcule´es pour un tel polynoˆme sur la cellule e´le´mentaire re´fe´rentielle V (0) :
< u ∗ ⊗∇x >V (0)= E∼ +D≈ : A∼ (4.40)
χ
∼
=< u ∗ ⊗ x >V (0) ·A∼−1 = E∼ +
1
3
D≈
...A≈ ·A∼
−1, χij = Eij +
1
3
DipqrApqrkA
−1
kj (4.41)
K∼
T =D∼ +D∼∼
...A≈ ·A∼
−1, Kipq =< ui,qxr >V (0) A−1rp = Diqp +DiqklmAklmrA
−1
rp (4.42)
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Ces formules simples sont valides si le syste`me de coordonne´es est tel que < x >= X = 0 ,
et que les moyennes < xi > , < xixjxk > et < xixjxkxlxm > disparaissent identiquement.
Le moment ge´ome´trique d’ordre 4 A≈ de la cellule e´le´mentaire a e´te´ introduit :
A≈ =< x ⊗ x ⊗ x ⊗ x >V (0) (4.43)
Il est inte´ressant de noter que la de´formation relative n’est lie´e qu’au polynoˆme d’ordre 3 :
e∼ =D≈ : A∼ −
1
3
D≈
...A≈ ·A∼
−1 (4.44)
Les formules de (4.40) a` (4.42) donnent des relations line´aires directes entre les coefficients
du polynoˆme et les mesures de de´formation du milieu micromorphe effectif. Elles ont e´te´
utilise´es dans (Ja¨nicke et al., 2009) pour prescrire un gradient de micro–de´formation donne´
K∼ ou une de´formation relative a` la cellule e´le´mentaire. Cependant, le nombre des coefficients
dans le polynoˆme est diffe´rent en ge´ne´ral du nombre des composantes des tenseurs de mesures
de de´formations ge´ne´ralise´es. Par exemple, le gradient de micro–de´formation Kipq ne peut
pas eˆtre controˆle´ seulement par les coefficients Dipq du polynoˆme quadratique car Dipq est
syme´trique par rapport a` deux dernie`res indices, contrairement a` Kipq. La se´lection des
coefficients pertinents du polynoˆme d’ordre supe´rieur reste encore a` faire. Dans cette the`se,
on ne conside´rera que le coefficient Dijk et quelques coefficients Dijkl.
Pourtant, le polynoˆme (4.39) ne sera en ge´ne´ral pas applique´ au volume entier, pour
aller au–dela` de l’hypothe`se de Taylor, mais plutoˆt a` la bordure ∂V du volume e´le´mentaire
he´te´roge`ne donne´ V :
u (x ) = E∼ ·x+
1
2
D∼ : (x⊗x )+
1
3
D≈
... (x⊗x⊗x )+1
4
D∼∼
:: (x⊗x⊗x⊗x ), ∀x ∈ ∂V (4.45)
Dans ce cas, la relation (4.40) est encore valide mais il faut modifier la relation (4.42). Il
faut noter aussi qu’il n’est pas possible de calculer la micro–de´formation a` partir du champ
de de´placement prescrit au bord. Par contre, le gradient global de micro–de´formation peut
quant a` lui eˆtre calcule´ en connaissant le de´placement prescrit au bord, en utilisant le meˆme
syste`me de coordonne´es comme pre´alablement mentionne´, et en choisissant une translation
constante telle que U (0) = 0 :
Kipq =
1
V
A−1rp
∫
V (0)
ui,qxr dV =
1
V
A−1rp
∫
V (0)
(uixr),q dV − 1
V
A−1qp
∫
V (0)
ui dV
=
1
V
A−1rp
∫
V (0)
(uixr),q dV =
1
V
A−1rp
∫
∂V (0)
uixrnq dS
=
1
V
A−1rp
∫
∂V (0)
u∗ixrnq dS =
1
V
A−1rp
∫
V (0)
u∗i,qxr dV +
1
V
A−1qp
∫
V (0)
u∗i dV (4.46)
ainsi, l’expression est diffe´rente de (4.42) par la valeur moyenne de u ∗. On trouve :
K∼
T =D∼ +D∼∼
...A≈ ·A∼
−1 +D∼ : A∼ ⊗A∼−1 +D∼∼ :: A≈ ⊗A∼
−1 (4.47)
Kipq = Diqp +DiqklmAklmrA−1rp +DijkAjkA
−1
qp +DijklmAjklmA
−1
qp (4.48)
Finalement, le champ local re´el sera la superposition du polynoˆme et de la fluctuation
u (x ) = u ∗(x ) + v (x ) (4.49)
La fluctuation conduit a` des contributions supple´mentaires aux mesures micromorphes de
de´formations qui sont obtenues par la substitution de v a` u dans les formules (4.32), (4.36)
et (5.7). Ces contributions en ge´ne´rale ne disparaissent pas.
4.3. LE VOLUME E´LE´MENTAIRE REPRE´SENTATIF POUR DES CONDITIONS AUX
LIMITES NON-HOMOGE`NES 77
x
y
z
x
y
z
x
y
z
Fig. 4.1 – Maillage par e´le´ments finis d’une cellule e´le´mentaire 1×1 (a` gauche), d’un ensemble
de 3× 3 cellules (au milieu) et d’un groupe de 9× 9 cellules (a` droite). La phase matricielle
est grise et les inclusions sont bleues. La couleur rouge est utilise´e pour localiser la cellule
e´le´mentaire centrale.
4.3 Le volume e´le´mentaire repre´sentatif pour des conditions
aux limites non-homoge`nes
4.3.1 La convergence de l’e´nergie pour les polynoˆmes quadratiques et
cubiques dans le cas line´aire e´lastique
La me´thode, consistant a` augmenter le nombre des cellules e´le´mentaires dans le VER
conside´re´ d’une micro–structure pe´riodique, soumise a` des conditions aux limites polynoˆmiales
sur le bord exte´rieur, comme illustre´ sur la figure (4.1), a e´te´ utilise´e dans (Kouznetsova
et al., 2004a) afin de montrer que les modules effectifs d’ordre supe´rieur identifie´s de´pendent
du nombre de cellules dans le volume. Cette me´thode nume´rique sera utilise´e ici d’une
fac¸on diffe´rente. On conside`re un VER sous la forme d’un assemblage de N × N cellules
e´le´mentaires pe´riodiques. Le nombre N est augmente´ afin d’appliquer les conditions aux
limites polynoˆmiales de plus en plus loin de la cellule e´le´mentaire centrale, dans le but
d’atteindre une taille de VER pour laquelle l’e´tat d’e´nergie de la cellule e´le´mentaire ne
varie plus. De cette fac¸on, premie`rement, on peut ve´rifie si un tel e´tat converge´ existe pour
diffe´rentes types de polynoˆmes, et, deuxie`mement, la diffe´rence du champ re´el de de´placement
par rapport au champ polynoˆmial applique´, c’est–a`–dire le champ de fluctuations qui est objet
des discussions des sections pre´ce´dentes, peut eˆtre de´termine´e.
Par exemple, un composite pe´riodique est conside´re´ avec la cellule e´le´mentaire de la
figure 4.1 (a` gauche) compose´e d’une cellule carre´e avec une inclusion carre´e au centre. Les
assemblages de 3 × 3 et 9 × 9 cellules sont e´galement illustre´s sur la figure 4.1. Les deux
mate´riaux sont suppose´s e´lastiques, le mate´riau gris est la phase dure (module de Young
E = 200000 MPa), tandis que les inclusions sont molles (E = 20000 MPa). Le coefficient
Poisson est identique pour les deux mate´riaux : ν = 0.3. La fraction volumique des inclusions
est 20%. La longueur du coˆte´ de cellule e´le´mentaire est 1 mm. Les assemblages plus grands
sont des multiples de cette longueur. Les conditions de de´formation plane sont impose´es dans
les calculs par e´le´ment finis suivants. Des e´le´ments carre´s quadratiques a` huit noeuds, avec
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Fig. 4.2 – Le champ d’e´nergie de de´formation normalise´e W (x )/W dans la cellule
e´le´mentaire centrale en appliquant les conditions limites quadratiques de Dirichlet(4.12) sur le
bord exte´rieur d’un groupe de N×N cellules, pourD111 = 1 mm−1 (en haut),D112 = 1 mm−1
(au milieu), D122 = 1 mm−1 (en bas). Le mate´riau conside´re´ est le composite de la figure 4.1.
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Fig. 4.3 – Le champ d’e´nergie de de´formation normalise´e dans la cellule e´le´mentaire centrale
en appliquant les condtions limites cubiques de Dirichlet(4.24) sur le bord exte´rieur d’un
groupe de N × N cellules, pour Dˆ = 1. Le mate´riau conside´re´ est le composite de la figure
4.1.
neuf points de Gauss, sont utilise´s pour ces calculs.
La bordure exte´rieure des assemblages de 1 × 1, 3 × 3, 5 × 5, . . ., 9 × 9 cellules est
soumise aux conditions aux limites de Dirichlet quadratiques (4.12) avec les valeurs successives
D111 = 1 mm−1, D112 = 1 mm−1, D122 = 1 mm−1, les autres coefficients restants sont
mis a` ze´ro. Ces combinaisons de coefficients sont pertinentes pour le cas 2D. Sur la figure
4.2, on montre le champ de densite´ d’e´nergie e´lastique normalise´e par la densite´ moyenne
d’e´nergie, W (x )/W ou` W (x ) = σ∼(x ) : ε∼(x ) est le travail local des forces internes et
W =< σ∼ : ε∼ >9×9 est la moyenne de l’e´nergie e´lastique dans la cellule centrale au sein
de l’assemblage de 9× 9 cellules, l’e´nergie re´sulte de l’application des conditions de Dirichlet
non–homoge`nes. La figure montre que, pour les trois conditions de chargement conside´re´e, un
champ converge´ d’e´nergie e´lastique existe dans la cellule centrale. Cet e´tat stable est obtenu
pour un assemblage de 5 × 5 cellules ou plus. Les conditions quadratiques introduisent de
forts effets de bords qui ne de´rangent pas le champ dans la cellule centrale si la bordure
exte´rieure est suffisamment lointaine. Cette proprie´te´ est semblable a` la notion classique de
volume e´le´mentaire repre´sentatif.
Comme le montrent les e´tats de´forme´s de la figure 4.2 (a` gauche), les coˆte´s de la
bordure exte´rieure restent rectilignes ou deviennent paraboliques. Au contraire, les coˆte´s
des cellules centrales ne sont plus rectilignes ni paraboliques mais subissent une ondulation
supple´mentaire correspondant a` la fluctuation v (x ) par rapport au champ polynoˆmial. Il
faut noter en particulier le type de de´formation en flexion provoque´ par le chargement D112.
Dans le cas ou` le polynoˆme cubique (4.24) est prescrit sur la bordure exte´rieure, un e´tat
converge´ a e´te´ e´galement de´tecte´ comme montre´ dans la figure 4.3.
La moyenne des de´formations < E∼ > dans la cellule e´le´mentaire est trouve´e nulle pour
les conditions quadratiques et cubiques conside´re´es, comme il se doit. Les composantes du
gradient de micro–de´formation Kijk provoque´ par l’application du polynoˆme Dijk peuvent
eˆtre calcule´es en utilisant la de´finition (4.36) applique´e a` l’e´tat converge´ de la cellule
e´le´mentaire. Les valeurs correspondantes sont donne´es dans la table 4.1. Il montre qu’un seul
terme non–nul du polynoˆme me`ne a` plusieurs composantes non nulles du gradient de micro–
de´formation. Par exemple, le coefficient D112 provoque une contribution principale K112,
mais aussi des contributions non ne´gligeables K211 et K222. Le chargement D111 provoque
principalement des composantes K122 et K212. Graˆce a` la line´arite´ du proble`me, il est possible
de de´terminer une combinaison des valeurs de Dijk qui me`ne aux composantes souhaite´s
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D111 = 1 mm−1 D112 = 1 mm−1 D122 = 1 mm−1
K111 0.037 0. -0.276
K112 0. 1.070 0.
K122 -0.434 0. 0.474
K211 0. -0.820 0.
K212 0.122 0. 0.172
K222 0. -0.688 0.
Tab. 4.1 – Les composantes globales du gradient de micro–de´formation provoque´ sur la cellule
e´le´mentaire par l’application successive des coefficients du polynoˆme quadratique a` la bordure
lointaine de l’assemblage des cellules.
pour le gradient de micro–de´formation, et il est donc possible de controˆler K∼ sur la cellule
e´le´mentaire.
4.3.2 Cas particulier d’un milieu micro–homoge`ne
Le polynoˆme line´aire u∗i = Eijxj de l’homoge´ne´isation classique pre´sente la proprie´te´
remarquable suivante : quand il est applique´ au bord d’un volume e´le´mentaire compose´ d’un
mate´riau homoge`ne, la solution du proble`me aux limites est lui–meˆme un polynoˆme line´aire.
Autrement dit, la fluctuation v dans (4.15) disparaˆıt si le milieu est homoge`ne. Est-ce que
cette proprie´te´ est conserve´e dans le cas de l’homoge´ne´isation d’ordre supe´rieur ?
Une cellule e´le´mentaire carre´e de coˆte´ 1 mm a e´te´ choisie d’une fac¸on arbitraire. Le
polynoˆme (4.12) a e´te´ prescrit a` un seul volume et a` un assemblage deN×N cellules identiques
e´le´mentaires. Le champ d’e´nergie normalise´e de de´formation est donne´ sur la figure 4.4. Il
montre que la proprie´te´ du polynoˆme affine ne s’e´tend pas au polynoˆme quadratique, pour
les trois conditions de chargement conside´re´es. Pourtant, une solution converge´e existe bel et
bien dans la cellule centrale qui est diffe´rente du polynoˆme quadratique applique´. Autrement
dit, la fluctuation ne disparaˆıt pas meˆme dans le cas de milieu homoge`ne.
Ce fait peut eˆtre ve´rifie´ facilement en cherchant les conditions sur les coefficients pour
que le polynoˆme ui = 12Dijkxjxk ait une solution du proble`me aux limites dans un milieu
e´lastique homoge`ne. On verrait qu’une solution polynomiale dans un milieu homoge`ne n’est
possible que dans des conditions tre`s particulie`res des valeurs des modules, du polynoˆme et
des syme´tries du milieu.
Au contraire, on peut ve´rifier le polynoˆme cubique (4.24) admet une solution admissible
pour un milieu isotrope homoge`ne. La fluctuation correspondante disparaˆıt identiquement
dans le cas de milieu homoge`ne, comme montre´ dans la figure 4.5. Nous n’avons toutefois pas
ve´rifie´ ce fait dans le cas du polynoˆme d’ordre trois complet.
On peut conside´rer que c’est une premie`re exigence du sche´ma d’homoge´ne´isation que de
fournir le meˆme milieu homoge`ne e´quivalement que le milieu de de´part lorsque celui–ci est
homoge`ne. Ce n’est pas le cas en apparence de la me´thode retenue. Toutefois il semble que
la correction apporte´e par (Li, 2011) permette de lever ce paradoxe.
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Fig. 4.4 – Le champ de la densite´ d”´energie e´lastique normalise´e de de´formation W (x )/W
dans la cellule e´le´mentaire centrale lors de l’application des conditions aux limites de Dirichlet
(4.12) a` la bordure lointaine d’un assemblage de N × N cellules, pour D111 = 1 mm−1 (en
haut), D112 = 1 mm−1 (au milieu), D122 = 1 mm−1 (en bas). Le mate´riau conside´re´ est
homoge`ne. Une cellule e´le´mentaire de la taille l = 1 mm a e´te´ choisie.
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Fig. 4.5 – Le champ de l’e´nergie normalise´e de de´formation W (x )/W dans la cellule
e´le´mentaire centrale lors de l’application des conditions aux limites Dirichlet (4.24) a` la
bordure lointaine d’un assemble´eN×N des cellules, pour Dˆ = 1 mm−2. Le mate´riau conside´re´
est homoge`ne. Une cellule e´le´mentaire arbitraire de la taille l = 1 mm a e´te´ choisie.
4.3.3 La convergence du sche´ma d’homoge´ne´isation pour les milieux
e´lasto–plastiques
L’atout principal de l’extension propose´e de la technique d’homoge´ne´isation classique est
son applicabilite´ a` n’importe quel comportement local de mate´riau, en particulier, pour le
comportement de mate´riau non–line´aire. Cette possibilite´ a d’abord e´te´ explore´e dans (Forest,
1999) et (Feyel, 2003) pour le comportement du milieu effectif de Cosserat, dans le cas d’une
matrice e´lasto–plastique de composite. La re´ponse d’une cellule e´le´mentaire a` l’application
d’une courbure moyenne peut eˆtre utilise´e pour identifier les parmame`tres mate´riels des lois de
comportement non–line´aire du milieu ge´ne´ralise´ au niveau global, ou donner une ame´lioration
de la strate´gie nume´rique FE2. Cependant, dans les travaux pre´ce´dents, la fluctuation a e´te´
suppose´e pe´riodique. Dans ce travail de the`se, les conditions de chargement plus ge´ne´rales
sont conside´re´es, incluant les conditions de chargement de tous les gradients de de´formation
en 2D, et aucune hypothe`se n’est faite a priori sur le type de fluctuation.
Dans ce but, la strate´gie nume´rique pour la de´termination de la taille de volume
e´le´mentaire repre´sentatif, pre´sente´e dans les deux sections pre´ce´dentes, est applique´e au
meˆme composite mais en proposant le comportement e´lastique–plastique pour le mate´riau
de la matrice de forme grille. Les lois de comportement de l’e´lasto–plasticite´ se basent
sur l’e´crouissage isotrope line´aire classique J2. La loi d’e´crouissage est R = R0 + Hp, ou`
p est la de´formation plastique cumule´e. On suppose que la limite d’e´lasticite´ initiale est
R0 = 100 MPa, et le module d’e´crouissage line´aire est H = 2000 MPa. L’assemblage des
N × N cellules subit, a` ces bords exte´rieurs, les conditions aux limites quadratiques (4.12),
avec successivement D111, D112, D122 variant de 0 a` 0.1 mm−1, les autres coefficients restent
nuls. Le chargement maximal de 0.1 mm−1 est tel que les valeurs des de´formations plastiques
restent compatibles avec l’hypothe`se des petites de´formations.
La figure 4.6 montre que le champ cumule´ de de´formation plastique converge si le nombre
N des cellules e´le´mentaires du volume e´le´mentaire augmente. L’e´tat de´forme´ final est vraiment
diffe´rent du cas line´aire de la figure 4.2. On peut observer le de´veloppement d’un champ de
fluctuation lors qu’on compare la figure avec l’application directe des conditions quadratiques
sur la cellule e´le´mentaire. La plasticite´ est trouve´e localise´e dans les zones e´troites.
Il faut noter qu’une telle convergence de l’e´tat de de´formation plastique n’est pas observe´e
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si la plasticite´ est parfaite, i.e. sans e´crouissage, parce que les conditions de chargement non–
line´aire provoquent une forte localisation de la de´formation plastique qui est de plus en
plus intense lors de l’augmentation de la taille de l’assemble´e. En particulier, la bande de
cisaillement commence aux coins de la cellule carre´e et se croisent sur la cellule centrale. On
ne peut pas de´finir dans ce cas un VER pour les conditions quadratiques.
4.4 Caracte´risation du champ de fluctuations
La me´thode nume´rique propose´e donne la possibilite´ de caracte´riser totalement le champ
de fluctuation a` partir des simulations nume´riques. Dans ce but, on calcule la fluctuation
v de l’e´tat converge´ de cellule e´le´mentaire centrale, par rapport au polynoˆme quadratique
impose´ :
v FE(x ) = u FE(x )− 1
2
D∼ : x ⊗ x (4.50)
ou` l’exposant FE indique le re´sultat obtenu par e´le´ment finis.
On peut comparer les valeurs de fluctuation v FE aux points homologues sur les coˆte´s
gauche et droit, en haut et en bas, de la cellule e´le´mentaire centrale de la figure 4.1 (a`
gauche). Les courbes correpondantes sont dessine´es pour les deux composantes v1, v2 et les
trois conditions de chargement D111 = 1 mm−1, D112 = 1 mm−1 and D122 = 1 mm−1, sur les
figures 4.7, 4.8 et 4.9. Pour la condition de chargement D111 = 1 mm−1 et D122 = 1 mm−1,
on trouve que v1 est pe´riodique tandis que v2 est anti–pe´riodique. Pour le cas de chargement
D112 = 1 mm−1, v2 est pe´riodique tandis que v1 est anti–pe´riodique. Par conse´quent, la
superposition des fluctuations associe´es a` un polynoˆme complet quadratique, i.e. incluant
tous les termes, me`nera a` une fluctuation non–pe´riodique.
La question de l’anti–pe´riodicite´ du vecteur–contrainte sur le bord de cellule e´le´mentaire
a e´te´ pose´e dans la section 4.1.5. Une re´ponse pre´cise peut maintenant eˆtre donne´e a` partir
des re´sultats nume´riques. Le vecteur–contrainte sur les bords verticaux (horizontaux) de la
cellule e´le´mentaire de la figure 4.1(gauche) est associe´ aux composantes σ11 et σ12 (σ12 et
σ22). Ces composantes sont trace´es le long des bords horizontaux et verticaux sur la figure
4.10, 4.11 et 4.12, pour les trois conditions de chargement individuelles. Pour les conditions
de chargement D111 = 1 mm−1 et D122 = 1 mm−1, la composante t2 du vecteur de traction
est trouve´e anti–pe´riodique tandis que la composante t1 est pe´riodique. Le re´sultat inverse
est trouve´ pour le chargement D112 = 1 mm−1. Encore une fois, l’exemple nume´rique montre
que le vecteur–contrainte n’est ge´ne´ralement pas anti–pe´riodique, contrairement au cas de
l’homoge´ne´isation classique.
4.5 La contribution globale de la fluctuation a` l’e´nergie et au
gradient macroscopique de de´formation
L’exemple nume´rique est e´galement utilise´ pour e´valuer la contribution du champ de
fluctuation a` l’e´nergie globale de de´formation a` l’inte´rieur de la cellule centrale. Dans
l’homoge´ne´isation pe´riodique classique, on sait que cette contribution est nulle. Est-ce le
cas lorsque des conditions quadratiques sont applique´es ? L’e´nergie de de´formation associe´e
au champ de de´placement u = u ∗ + v donne´ par (4.15) est calcule´e :
W =< σ∼ : ε∼(u ) > = < σ∼ : ε∼(u
∗) > + < σ∼ : ε∼(v ) >
= < σijxk > Dijk+ < σijvi,j >
= WD +Wv (4.51)
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x
y
z
1x1 5x5 9x9
0 0.0025 0.005 0.0075 0.01 0.0125 0.015 0.0175 0.02 0.0225 0.025 0.0275 0.03
1x1 5x5 9x9
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 0.055 0.06
1x1 5x5 9x9
0 0.0015 0.003 0.0045 0.006 0.0075 0.009 0.0105 0.012 0.0135 0.015
Fig. 4.6 – Champ de de´formation plastique cumule´e dans la cellule e´le´mentaire centrale
lors de l’application des conditions aux limites de Dirichlet quadratiques (4.12) a` la bordure
exte´rieure d’un assemblage de N × N cellules, pour D111 = 0.1 mm−1 (en haut),D112 =
0.1 mm−1 (au milieu), D122 = 0.1 mm−1 (en bas). La phase matricielle est e´lastoplastique
avec l’e´crouissage line´aire. Pour l’illustration, l’e´tat de´forme´ a e´te´ grossi par un facteur de 10.
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W (MPa) WD (MPa) Wv (MPa) |Wv/W |
D111 = 1 mm−1 461. 1780. -1319. 2.86
D112 = 1 mm−1 13890. 20965. -7075. 0.51
D122 = 1 mm−1 1762. 2760. -998. 0.57
Tab. 4.2 – Moyenne de l’e´nergie de de´formation e´lastique W sur la cellule e´le´mentaire
centrale et les contributions du polynoˆme et de la fluctuation pour trois conditions globales
de chargement.
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Fig. 4.7 – Composantes du champ de fluctuation v sur les bords de la cellule centrale
e´le´mentaire, pour les conditions aux limites quadratiques prescrites loin de celle–ci, avec
D111 = 1 mm−1.
ou` la moyenne est re´alise´e sur la cellule e´le´mentaire et les coefficients Eij = 0 ont e´te´ pris
comme nuls. La contribution due a` D∼ est WD et celle associe´e a` la fluctuation est Wv.
Dans l’exemple nume´rique conside´re´, l’e´nergie de de´formation associe´e a` la fluctuation est
calcule´e graˆce a` un post–traitement des simulations par e´le´ment finis :
Wv =W
FE− < σFEij xk > Dijk (4.52)
Les diffe´rentes contributions sont rapporte´es dans la table 4.2. Les re´sultats montrent que
la contribution Wv est non nulle. Loin d’eˆtre ne´gligeable, elle repre´sente la moitie´, voire
plus, de l’e´nergie totale. La contribution est ne´gative et l’e´nergie finale de de´formation est
signifivativement plus petite que WD.
D’une fac¸on similaire, on peut e´valuer la contribution de la fluctuation au gradient global
de micro–de´formation par calcul :
K∼
T (v ) =K∼
T −D∼ =< u FE ⊗∇x ⊗ x > ·A∼−1 −D∼ (4.53)
a` partir des re´sultats e´le´ment finis et de l’e´quation (4.42). Elles peuvent eˆtre de´duites des
valeurs de la table 4.1. Encore une fois, loin d’eˆtre ne´gligeable, la contributionK∼ (v ) repre´sente
une part significative du gradient total de micro–de´formation.
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Fig. 4.8 – Composantes du champ de fluctuation v sur les bords de la cellule centrale
e´le´mentaire, pour les conditions aux limites quadratiques prescrites loin de celle–ci, avec
D112 = 1 mm−1.
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Fig. 4.9 – Composantes du champ de fluctuation v sur les bords de la cellule centrale
e´le´mentaire, pour les conditions aux limites quadratiques avec D122 = 1 mm−1.
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4.6 Calculs des modules effectifs d’ordre supe´rieur
4.6.1 Principe du calcul des modules effectifs
Le de´part du calcul des modules effectifs est la condition Hill-Mandel ge´ne´ralise´e :
< σ : ε >= E∼ : Σ∼ +M∼
...K∼ (4.54)
Dans (Forest and Sab, 1998a; Kouznetsova et al., 2002a) et quelques contributions de la meˆme
pe´riode, les modules effectifs sont de´termine´s suivant la relation :
M∼ = A∼∼∼
eff ...K∼ (4.55)
ou` le tenseur M∼ a e´te´ formule´ explicitement en se basant sur l’hypothe`se de fluctuation
pe´riodique qui est montre´e non–pertinente dans (Yuan et al., 2008). Or, dans cette the`se, une
ve´rification de la pe´riodicite´ de fluctuation a e´te´ re´alise´e et une fluctuation dite “re´elle” a e´te´
de´termine´e et est applique´e au calcul des modules effectifs. Par conse´quent, le tenseurM∼ n’est
plus de´termine´ d’une fac¸on directe. On revient alors a` (4.54) et on introduit successivement
les deux tenseurs des modules d’e´lasticite´ effectifs d’ordres 4 et 6 :
< σ : ε >= E∼ : Σ∼ +M∼
...K∼ = E∼ : C≈
eff : E∼ +K∼
...A∼∼∼
eff ...K∼ (4.56)
A partir de cette formulation, on re´alise l’identification des modules effectifs de fac¸on similaire
a` l’homoge´ne´isation classique. Comme explique´ dans les sections pre´ce´dentes, les variables
dans 4.56 sont calcule´es sur le volume de la cellule e´le´mentaire au centre du VER. Le VER sera
charge´ plusieurs fois. Les chargements sont choisis pour que chaque fois, une seul composant
du tenseur de courbure macroscopiqueK∼ soit non nulle. La moyenne de la densite´ de l’e´nergie
de de´formation correspondante < σ∼ : ε∼ > sur la cellule e´le´mentaire centrale est calcule´e. Une
relation ou plutoˆt une e´quation dont l’inconnu est l’un des modules effectifs est e´tablie.
Cette proce´dure continue jusqu’a` ce qu’un syste`me d’e´quations line´aires est rempli. Apre`s
une analyse simple, on obtient les modules effectifs. Pour illustrer plus pre´cise´ment cette
proce´dure, deux exemples de de´termination des modules effectifs seront pre´sente´es ensuite,
l’une pour le milieu de substitution de Cosserat et l’autre pour le milieu de substitution du
second gradient.
4.6.2 Calcul des modules effectifs du milieu de substitution du second
gradient
Dans cette section, un autre milieu de substitution est aborde´. C’est le cas de milieu
substitutif du second gradient. Le principe de la de´termination des modules de rigidite´ est
encore la condition de Hill–Mandel e´tendue 4.56. A partir de la condition aux limites, nous
choisissons le coefficients Dijk pour controˆler la courbure Kijk et puis en de´duire les modules
effectives Aeffijklmn.
Notations
Un mate´riau orthotrope est conside´re´. On remplace la notation de Kijk par KI . Les
modules effectives sont donc AIJ avec AIJ = AJI parce que E = AIJKIKJ . Nous donnons
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les notations suivantes afin de simplifier le calcul :
111↔ 1
112↔ 2
122↔ 3 (4.57)
211↔ 4
212↔ 5
222↔ 6
Dans le cas de la syme´trie cubique, le comportement du mate´riau est identique suivant deux
directions perpendiculaires, donc nous avons :
A11 = A111111 = A222222 = A66
A12 = A111112 = A222221 = A222212 = A65 = A56
A13 = A111122 = A222211 = A64 = A46
A14 = A111211 = A222122 = A63 = A36
A15 = A111212 = A222121 = A222112 = A62 = A26
A16 = A111222 = A222111 = A61 = A16 (4.58)
A22 = A112112 = A221221 = A212212 = A55
A23 = A112122 = A221211 = A212211 = A54 = A45
A24 = A112211 = A221122 = A212122 = A53 = A35
Identiquement, nous avons : A25 = A52, A26 = A51 = A15, A33 = A44, A34 = A43.
Prise en compte des valeurs nulles de la matrice
On applique sur la re´fe´rence d’une rotation d’angle 180°, sur la nouvelle re´fe´rence, le
champ du gradient de de´placement (∇u ) prend la forme :
(
u′i,j
)
=
(
1 0
0 −1
)(
u1,1 u1,2
u1,2 u2,2
)(
1 0
0 −1
)
=
(
u1,1 −u1,2
−u1,2 u2,2
)
(4.59)
D’autre part, Kijk =< ui,kxj >, nous faisons un changement de base x′1 = −x1, x′2 =
x2, x
′
3 = x3, les valeurs de Kijk changent de la manie`re suivante :
K ′111 −→ −K111
K ′112 −→ K112
K ′122 −→ −K122 (4.60)
K ′211 −→ K211
K ′212 −→ −K212
K ′222 −→ K222
Ensuite nous remarquons que l’e´nergie de de´formation W est une valeur scalaire et W =
AijkpqrKijkKpqr (ouW = AIJKIKJ). En changeant la re´fe´rence comme mentionne´ ci–dessus,
l’e´nergie est conserve´e tandis que lesK1,K3 etK5 changent la signe, nous obtenons les valeurs
nulles des AIJ : A12 = A14 = A16 = A23 = A25 = A34 = A36 = 0. Pour donner a` la matrice
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une forme plus simple, on change l’ordre des Kijk, de (4.58) en le nouvel ordre :
111↔ 1
122↔ 2
212↔ 3
112↔ 4
211↔ 5
222↔ 6
Avec ce changement, la forme finale de la matrice est :
A11 A12 A13 0 0 0
A12 A22 A23 0 0 0
A13 A23 A33 0 0 0
0 0 0 A33 A23 A13
0 0 0 A23 A22 A12
0 0 0 A13 A12 A11

Nous avons 6 constantes de modules e´lastiques A11, A12, A13, A22, A23, A33.
De´termination des modules
Les modules effectifs sont calcule´s en se basant sur la la relation :
E =K∼
...A∼∼∼
...K∼
Ou` E est l’e´nergie de de´formation et dans ce cas nous n’imposons que le tenseur de courbure
sur la cellule de base (nous avons su comment de´finir les modules effectifs dans le cas ou` la
de´formation moyenne existe).
E =
(
K1 K2 K3 K4 K5 K6
)

A11 A12 A13 0 0 0
A12 A22 A23 0 0 0
A13 A23 A33 0 0 0
0 0 0 A33 A23 A13
0 0 0 A23 A22 A12
0 0 0 A13 A12 A11


K1
K2
K3
K4
K5
K6

= (K21 +K
2
6 )A11 + (K
2
2 +K
2
5 )A22 + (K
2
3 +K
2
4 )A33 + (4.61)
+2A12(K1K2 +K5K6) + 2A13(K1K3 +K4K6) + 2A23(K2K3 +K4K5)
Des calculs explicites Dans cette section, la micro–structure dans la figure 4.1 est reprise
pour un exemple de calcul. On voit les trois premiers cas avec le choix successif des coefficients
D111 = 1, D122 = 1, D212 = 1. Avec ce cas, nous avons les coefficients comme dans le tableau
suivant :
Dijk K1 K2 K3
D112 = 1 1, 27× 10−1 −9, 12× 10−2 −7, 65× 10−2
D211 = 1 1, 09× 10−2 5, 27× 10−2 −3, 07× 10−2
D222 = 1 1, 72× 10−2 −4, 82× 10−2 4, 13× 10−3
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Les autres valeurs de Kijk sont : K4 = K5 = K6 = 0.
La meˆme situation se produit avec les trois derniers cas :
Dijk K6 K5 K4
D221 = 1 1, 27× 10−1 −9, 12× 10−2 −7, 65× 10−2
D122 = 1 1, 09× 10−2 5, 27× 10−2 −3, 07× 10−2
D111 = 1 1, 72× 10−2 −4, 82× 10−2 4, 13× 10−3
Les autres valeurs de Kijk sont : K1 = K2 = K3 = 0. Nous avons ainsi un syste`me d’e´quations
line´aires :
Ea
Eb
Ec
Ed
Ee
Ef

=

K21 (a) K
2
2 (a) K
2
3 (a) K1(a)K2(a) K2(a)K3(a) K1(a)K3(a)
K21 (b) K
2
2 (b) K
2
3 (b) K1(b)K2(b) K2(b)K3(b) K1(b)K3(b)
K21 (c) K
2
2 (c) K
2
3 (c) K1(c)K2(c) K2(c)K3(c) K1(c)K3(c)
K26 (d) K
2
5 (d) K
2
4 (d) K6(d)K5(d) K5(d)K4(d) K6(d)K4(d)
K26 (e) K
2
5 (e) K
2
4 (e) K6(e)K5(e) K5(e)K4(e) K6(e)K4(e)
K26 (f) K
2
5 (f) K
2
4 (f) K6(f)K5(f) K5(f)K4(f) K6(f)K4(f)


A11
A22
A33
A12
A23
A13

(4.62)
Les valeurs de Kijk de´pendent line´airement des coefficients Dijk donc, nous pouvons trouver
la matrice des coefficients du syste`me (matrice avec des valeurs de Kijk) sous la forme :
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0
1 0 1 0 0 1

(4.63)
Controˆle du tenseur des courbures Pour obtenir la forme souhaite´e, nous proposons
de re´soudre paralle`lement deux syste`mes d’e´quations :
K1(a)α+K1(b)β +K1(c)γ = 1
K2(a)α+K2(b)β +K2(c)γ = 0 (4.64)
K3(a)α+K3(b)β +K3(c)γ = 0
K1(a)α+K1(b)β +K1(c)γ = 0
K2(a)α+K2(b)β +K2(c)γ = 1 (4.65)
K3(a)α+K3(b)β +K3(c)γ = 0
K1(a)α+K1(b)β +K1(c)γ = 0
K2(a)α+K2(b)β +K2(c)γ = 0 (4.66)
K3(a)α+K3(b)β +K3(c)γ = 1
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pour controˆler que deux composantes du triplet (K1,K2,K3) sont nulles tandis que la
troisie`me ne l’est pas ; et
K6(a)α′ +K6(b)β′ +K6(c)γ′ = 1
K5(a)α′ +K5(b)β′ +K5(c)γ′ = 1 (4.67)
K4(a)α′ +K4(b)β′ +K4(c)γ′ = 0
K6(a)α′ +K6(b)β′ +K6(c)γ′ = 1
K5(a)α′ +K5(b)β′ +K5(c)γ′ = 0 (4.68)
K4(a)α′ +K4(b)β′ +K4(c)γ′ = 1
K6(a)α′ +K6(b)β′ +K6(c)γ′ = 0
K5(a)α′ +K5(b)β′ +K5(c)γ′ = 1 (4.69)
K4(a)α′ +K4(b)β′ +K4(c)γ′ = 1
pour controˆler que deux composantes du triplet (K4,K5,K6) sont nulles tandis que la
troisie`me ne l’est pas.
Calculs Pour trouver la premie`re ligne de la matrice (4.63), nous re´solvons donc (4.64)
et obtenons le triplet : (α = 6596, β = 3913, γ = −1226). Nous relanc¸ons le calcul avec la
combinaison D111 = α,D122 = β,D212 = γ et nous trouvons que K1 = 1,K2 = K3 = 0 ainsi
que A11 =
Ecombi.
K21
= A111111 = 1.14× 107
Identiquement, nous avons deux autres triplets de (α, β, γ) pour les deux lignes suivantes :
(α = 2632, β = 1578, γ = −491) =⇒ K2 = 1,K1 = K3 = 0
=⇒ A22 = 1.47× 106
(α = 5859, β = 3487, γ = −1082) =⇒ K3 = 1,K1 = K2 = 0
=⇒ A33 = 6, 86× 106 (4.70)
C’est facile maintenant de calculer les trois coefficients restants : A12, A23, A13.
E
d
Ee
Ef
 =
1 1 0 1 0 00 1 1 0 1 0
1 0 1 0 0 1


A11
A22
A33
A12
A23
A13

=
1 1 00 1 1
1 0 1

A11A22
A33
+
1 0 00 1 0
0 0 1

A12A23
A13
 (4.71)
Finalement :A12A23
A13
 =
1 0 00 1 0
0 0 1


E
d
Ee
Ef
−
1 1 00 1 1
1 0 1

A11A22
A33

 (4.72)
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Apre`s les calculs, nous trouvons que :A12A23
A13
 =
−8650449−2645006
1, 17× 107

4.6.3 Calcul des modules effectifs du milieux de substitution de Cosserat
Dans cette section, on va identifier les modules effectifs du milieu de Cosserat orthotrope
homoge`ne e´quivalent. Le mate´riau micro–he´te´roge`ne est celui de la figure 4.1. La forme
matricielle du tenseur des modules de rigidite´ du milieu de Cosserat orthotrope a de´ja` e´te´
e´tablie dans (Forest and Sab, 1998b) :
y1111 y1122 0 0 0 0
y1122 y2222 0 0 0 0
0 0 y1212 y1221 0 0
0 0 y1221 y2121 0 0
0 0 0 0 c3131 0
0 0 0 0 0 c3232

(4.73)
Dans cette section, la cellule centrale conside´re´e est cubique syme´trique, donc le tenseur
des modules est le´ge`rement diffe´rent de 4.73 :
y1111 y1122 0 0 0 0
y1122 y1111 0 0 0 0
0 0 y1212 y1221 0 0
0 0 y1221 y2121 0 0
0 0 0 0 c3131 0
0 0 0 0 0 c3131

(4.74)
Le tenseur de de´formation du milieu de Cosserat s’e´crit sous la forme matricielle :
e11
e22
e12
e21
k31
k32

(4.75)
et donc, < σ∼ : ε∼ > est calcule´e suivant la formule :
[
e11 e22 e12 e21 κ1 κ2
]

y1111 y1122 0 0 0 0
y1122 y1111 0 0 0 0
0 0 y1212 y1221 0 0
0 0 y1221 y2121 0 0
0 0 0 0 c3131 0
0 0 0 0 0 c3131


e11
e22
e12
e21
κ1
κ2

(4.76)
On transforme la forme matricielle de l’e´nergie en un syste`me d’e´quation line´aire comme dans
la table 4.3. Avec ce syste`me, tous les modules de rigidite´ du milieu substitutif de Cosserat
sont trouve´s.
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Inconnues y1111 y1122 y1212 y1221 y2121 c3131 Coˆte´ droit
Coefficients e211 + e
2
22 2e11e22 e
2
12 2e12e21 e
2
21 κ
2
1 + κ
2
2 2 <σ∼ : ε∼>
Cas 1 1. 0. 0. 0. 0. 0. 2E1
Cas 2 2. 2. 0. 0. 0. 0. 2E2
Cas 3 0. 0. 1. 0. 0. 0. 2E3
Cas 4 0. 0. 2. 2. 0. 0. 2E4
Cas 5 0. 0. 0. 0. 1. 0. 2E5
Cas 6 0. 0. 0. 0. 0. 1. 2E6
Tab. 4.3 – Les cas de chargement pour e´tablir un syste`me d’e´quations line´aires.
4.7 Quelques remarques et perspectives
L’approche par les milieux ge´ne´ralise´s devient efficac¸e quand l’hypothe`se de la se´paration
d’e´chelles entre les niveaux macro et micro est en train de disparaˆıtre. Si cette condition n’est
plus valide, i.e si la longueur d’onde de variation des champs macroscopiques de contraintes
et de de´formation devient e´gale ou plus petite que la taille de l’he´te´roge´ne´ite´ mate´rielle, le
seul choix possible est d’abandonner l’homoge´ne´isation et de re´aliser les calculs de mate´riau
en incluant toutes les he´te´roge´ne´ite´s pertinentes.
Dans ce chapitre, on a propose´ une analyse critique des tentatives actuelles pour construire
un milieu ge´ne´ralise´ homoge`ne e´quivalent remplac¸ant un mate´riau composite de Cauchy.
L’introduction des conditions aux limites non–homoge`nes, en particulier polynoˆmiales, a` la
cellule e´le´mentaire composite, a e´te´ discute´e comme une extension heuristique du sche´ma
d’homoge´ne´isation classique. L’objectif est de lier les coefficients de tels polynoˆmes aux
mesures ge´ne´ralise´es de de´formation du MHGE macroscopique. Un milieu ge´ne´ralise´ tre`s
ge´ne´ral a e´te´ conside´re´ au niveau macro, intitule´ le milieu micromorphe, parce qu’il prend en
compte simultane´ment les effets de rotation du milieu de Cosserat et aussi des me´canismes de
de´formation pure qui sont tre`s importants par exemple pour mate´riaux poreux. Les de´finitions
explicites des degre´s de liberte´ macroscopiques et de leur gradient ont e´te´ avance´es. Les
relations entre le polynoˆme d’ordre 2 a` d’ordre 4 et la micro–de´formation et son gradient ont
e´te´ e´tablies. Elles impliquent la contribution essentielle du champ de fluctuation.
Une strate´gie nume´rique a e´te´ illustre´e dans le cas du composite e´lastique simple afin de
de´terminer ce champ de fluctuation. Elle consiste a` appliquer des conditions aux limites
quadratiques et cubiques aux bords du volume de plus en plus large de composite, i.e
contenant un nombre croissant de cellules e´le´mentaires, jusqu’a` ce qu’un champ stable de
de´formation–contraintes s’e´tablit dans la cellule e´le´mentaire centrale loin de la bordure
exte´rieure. C’est la de´finition propose´e de la taille de VER pour les conditions aux limites
polynoˆmiales. En cas d’e´lasticite´ line´aire, le principe de superposition peut eˆtre utilise´ pour
imposer le gradient souhaite´ de micro–de´formation a` la cellule e´le´mentaire centrale. Les
approches pre´ce´demment propose´es dans la litte´rature, qui se basent essentiellement sur des
fluctuations soit nulles soit pe´riodiques, sont inexactes dans l’application des conditions aux
limites bien adapte´es et dans la de´termination de quantite´s de contraintes et de de´formation
ge´ne´ralise´es. Par conse´quent, les conditions aux limites qui peuvent eˆtre applique´es aux bords
d’une seule cellule e´le´mentaire, afin de provoquer le champ de de´placement sans consider des
grands assemblages de cellules, ne sont pas encore connues. La me´thode FE2 n’est donc pas
possible avec la me´thode propose´e.
La question de la validation de l’approche propose´e au moyen de comparaisons entre une
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re´fe´rence et des calculs d’homoge´ne´isation n’est pas discute´e dans ce chapitre mais fera l’objet
du chapitre suivant. De telles comparaisons exisent dans la litte´rature (Forest, 1998; Forest
and Sab, 1998a; Kruch and Forest, 1998; Feyel, 2003; Ja¨nicke and Diebels, 2009; De Bellis and
Addessi, 2010). Les auteurs montrent aussi les limitations de l’approche car elle peut e´chouer
pour certaines conditions de chargement qui ne sont pas prises en compte en choisissant les
polynoˆmes. C’est une situation qui est rencontre´e aussi dans le de´veloppement des mode`les
ame´liore´s de poutres et de plaques.
Plusieurs questions restent ouvertes pour que le sche´ma propose´ repre´sente une extension
comple`te de la proce´dure d’homoge´ne´isation classique. En particulier, seules les conditions
de de´placement sont conside´re´es, les conditions aux limites en contraintes ne sont pas encore
mentionne´es. La raison en fait est la difficulte´ d’e´laborer des conditions de contraintes non–
homoge`nes qui ve´rifient les exigences de bilan de quantite´ de mouvement et de moment
cine´tique sur la cellule e´le´mentaire. Dans ce chapitre, nous avons illustre´ les conditions aux
limites quadratiques de de´placement dans l’exemple nume´rique et le travail de de´termination
des modules correspondants. Ce travail reste a` e´tendre aux polynoˆmes de troisie`me et
quatrie`me degre´s pour controˆler la micro–de´formation et la partie non syme´trique du
gradient de micro–de´formation. C’est indispensable pour construire le milieu micromorphe
de substitution complet. Ici nous avons mis en avant seulement les parties Cosserat et second
gradient de ce milieu.
Ensuite, une question essentielle dans les me´thodes d’homoge´ne´isation e´tendues est
l’e´tablissement des conditions aux limites d’ordre supe´rieur prescrites au niveau macro, pour
la micro–de´formation et les doubles forces associe´es, a` partir des conditions classiques sur le
milieu he´te´roge`ne de re´fe´rence. C’est un proble`me de´licat de´ja` dans le cas classique (Haboussi
et al., 2001; Kruch, 2007). Une question similaire se pose pour les conditions aux limites dans
le cas de poutre et plaque composite, qui sont souvent prises d’une fac¸on intuitive.
Quand le champ de fluctuation est pris en compte de la manie`re exacte propose´e dans
ce chapitre, la proce´dure d’identification propose´e pre´ce´demment a e´te´ reconside´re´e dans ce
chapitre. Par exemple, l’e´quivalence d’e´nergie de de´formation suivante a e´te´ conside´re´e pour
construire le milieu e´lastique de second gradient :
< σ∼ : ε∼ >V (0)=< σ∼ >: E∼+ < σ∼⊗x >
...D≡+ < σ∼ : v⊗∇x >V (0)= E∼ : C≈
eff : E∼+K∼
...A∼∼∼
eff ...K∼
(4.77)
ou` les proprie´te´s effectives du second gradient sont les tenseurs C≈
eff et A∼∼∼
eff des modules
e´lastiques a` identifier a` partir de plusieurs conditions de chargement. En ge´ne´ral, le mate´riau
est anisotrope. Les classes de syme´trie e´lastique et leurs modules inde´pendants correspondants
ont e´te´ de´termine´s re´cemment pour les tenseurs d’ordre 6 dans (Auffray et al., 2009; Auffray
et al., 2010).
L’avantage principal de l’approche polynoˆmiale propose´e en comparaison a` la me´thode
asymptotique rigoureuse est en fait que cette technique est applicable facilement si les
mate´riaux de la cellule e´le´mentaire ont un comportement non–line´aire. Une premie`re
illustration a e´te´ donne´e dans la section 4.3.3. Plus ge´ne´ralement, l’approche peut servir a`
identifier les parame`tres effectifs de mate´riau intervenant dans les lois de comportement non
line´aires pour les milieux micromorphes. De telles lois ont e´te´ de´veloppes pour l’e´lasto–visco–
plasticite´ dans les re´fe´rences (Forest and Sievert, 2003; Dillard et al., 2006; Grammenoudis
and Tsakmakis, 2009; Grammenoudis et al., 2009; Regueiro, 2010; Sansour et al., 2010) et
peuvent eˆtre identifie´es par moyen de la me´thode d’homoge´ne´isation ge´ne´ralise´e.
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Fig. 4.10 – Composantes de contraintes contribuant au vecteur–contrainte aux bords de
la cellule e´le´mentaire centrale pour le chargement quadratique au bord de l’assemblage de
cellules avec D111 = 1 mm−1.
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Fig. 4.11 – Composantes de contraintes contribuant au vecteur–contrainte aux bords de la
cellule e´le´mentaire centrale pour le chargement quadratique lointaine applique´ au bord de
l’assemblage de cellules avec D111 = 1 mm−1.
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cellule e´le´mentaire centrale pour le chargement quadratique applique´ au bord de l’assemblage
de cellules avec D122 = 1 mm−1.
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5.1 Introduction
La me´thode d’homoge´ne´isation classique ne fonctionne pas pour les mate´riaux composites
dont la taille des constituants n’est pas suffisamment petite par rapport a` celle de la structure
ou a` la longueur carate´ristique de variation des champs me´caniques macroscopiques. Une
nouvelle proce´dure d’homoge´ne´isation a e´te´ propose´e afin de surmonter cette limitation
en se basant sur les correcteurs venant de la me´thode des de´veloppements asymptotiques
multi-e´chelles dans (Boutin, 1996b), ou sur l’extension polynoˆmiale du champ microscopique
dans (Gologanu et al., 1997; Forest, 1998; Ostoja-Starzewski et al., 1999b), introduite dans
les chapitre pre´ce´dents. La me´thode des de´veloppements asymptotiques multi-e´chelles a le
me´rite d’offrir une me´thode syste´matique dans le but de calculer les nouveaux correcteurs.
Cependant malgre´ ces efforts il n’y a pas de certitude the´orique quant a` l’usage de
ces correcteurs, en particulier pour savoir s’ils ame´liorent conside´rablement la pre´diction.
Cela est en particulier duˆ au fait que les effets de bords de la structure jouent un roˆle
significatif dans le comportement de la structure contenant une distribution pe´riodique
d’he´te´roge´ne´ite´s de taille non-ne´gligable. Or les me´thodes d’homoge´ne´isation peinent a` fournir
des conditions aux limites pertinentes dans ces conditions. En outre, il est difficile d’e´tendre
cette me´thode au comportement non-line´aire des mate´riaux a` cause de la complexite´ de
l’analyse asymptotique incre´mentale. Par contre, l’usage des conditions polynoˆmiales aux
bords d’un volume e´le´mentaire repre´sentatif (VER) afin de de´terminer les proprie´te´s effectives
d’ordre supe´rieur est applicable au mate´riau a` comportement non–line´aire comme e´voque´
au chapitre pre´ce´dent et dans (Forest, 1999; Geers et al., 2001; Feyel, 2003; Trovalusci
and Masiani, 2003; Kouznetsova et al., 2004c). Pourtant, l’approche en de´veloppements
polynoˆmiaux a` l’homoge´ne´isation d’ordre supe´rieur reste encore a` de´couvrir et il n’y a pas
encore de proce´dure qui re´ponde totalement au proble`me, comme nous l’avons indique´ dans
le pre´ce´dent chapitre (Forest and Trinh, 2011).
D’abord, l’approche polynoˆmiale se base sur le choix de la the´orie du milieu ge´ne´ralise´ bien
adapte´ a` l’e´chelle macro, comme un milieu homoge`ne de substitution de milieu he´te´roge`ne.
La me´thode asymptotique multi-e´chelles conduit en ge´ne´ral a` la de´finition d’un mode`le
global du second gradient (Triantafyllidis and Bardenhagen, 1996). Ce dernier a e´te´ utilise´
e´galement dans la me´thode polynoˆmiale par (Kouznetsova et al., 2004c; Mu¨hlich et al., 2009;
Kaczmarczyk et al., 2008; Bacigalupo and Gambarotta, 2010). Cependant, le milieu homoge`ne
substitutif peut inclure aussi des degre´s de liberte´ supple´mentaires comme des micro–rotations
dans le mode`le de Cosserat ou des micro–de´formation comple`te selon le mode`le micromorphe.
C’est l’e´quivalent 3D du choix de mode`le de poutre Bernoulli et Timoshenko pour les poutres
composites. Il faut de´finir ces quantite´s cine´matiques macroscopiques supple´mentaires comme
une moyenne bien adapte´e sur le VER de mate´riau he´te´roge`ne. Le mode`le de Cosserat et son
cas particulier, le mode`le a` couples de contraintes ont e´te´ utilise´s comme milieux homoge`nes
substitutifs pour plusieurs mate´riaux composites par (Masiani and Trovalusci, 1996; Forest
and Sab, 1998a; Trovalusci and Masiani, 2003; Larsson and Diebels, 2007; Bigoni and Drugan,
2007; De Bellis and Addessi, 2010). En particulier, les mousses ou les structures de treillis
ont e´te´ mode´lise´es par un tel mode`le de Cosserat ou micromorphe (Ebinger et al., 2005;
Dillard et al., 2006; Tekoglu and Onck, 2008). Il n’y a ne´anmoins aucune re`gle syste´matique
permettant une se´lection de la the´orie la mieux adapte´ du continuum ge´ne´ralise´, a` l’e´chelle
macroscopique. Le mode`le micromorphe, avance´ dans (Ja¨nicke et al., 2009), a l’avantage
d’englober l’approche de Cosserat ainsi que celle du second gradient comme cas limites avec
des proprie´te´s spe´cifiques.
Ensuite, les diffe´rentes manie`res d’appliquer les conditions aux limites polynoˆmiales non–
homoge`nes au VER ont e´te´ examine´es dans la litte´rature et dans les deux chapitres pre´ce´dents,
comme extension de la condition affine qui est habituelle dans l’homoge´ne´isation classique. La
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condition polynoˆmiale quadratique ou d’ordre supe´rieur est applique´e directement aux bords
du VER, comme dans (Gologanu et al., 1997; Ja¨nicke et al., 2009). Mais dans ce cas, lors de
la conside´ration des conditions quadratiques, par exemple, on a vu que la moyenne du second
gradient n’a pas pu eˆtre strictement controˆle´e (Forest and Trinh, 2011). De plus, il est notoire
que les conditions de Dirichlet me`nent a` des modules globaux trop raides. L’introduction d’un
champ de fluctuation de de´placement est ainsi ne´cessaire. Ce dernier est choisi pe´riodique dans
(Forest and Sab, 1998a; Kouznetsova et al., 2004c), comme dans l’homoge´ne´isation classique
des composites pe´riodiques. Ce choix toutefois n’est pas entie`rement satisfaisant, comme nous
l’avons discute´ dans le chapitre pre´ce´dent et dans (Yuan et al., 2008; Kaczmarczyk et al., 2008;
Bacigalupo and Gambarotta, 2010; Forest and Trinh, 2011) ou` des conditions alternatives du
champ de fluctuation sont propose´es.
Finalemet, la me´thode d’homoge´ne´isation se base sur la de´finition d’un VER pour le
mate´riau composite. Cette de´finition du VER dans l’homoge´ne´isation d’ordre supe´rieur
s’ave`re eˆtre une taˆche difficile, contrairement a` l’homoge´ne´isation classique, pour laquelle une
proce´dure claire existe pour les deux types de mate´riaux he´te´roge`nes : pe´riodiques et ale´atoires
(Kanit et al., 2003). De plus, la question de la taille du VER destine´e a` la de´termination du
milieu ge´ne´ralise´ doit eˆtre examine´e avec une grande attention. Il est expose´ par (Kouznetsova
et al., 2004c) que les modules effectifs du second gradient sont en loi de puissance de la
taille du VER i.e. le nombre des cellules e´le´mentaires dans le VER. Au contraire, il semble
qu’une proce´dure d’homoge´ne´isation satisfaisante doive produire des modules effectifs qui
ne de´pendent pas de la taille du VER de`s que le VER est atteint, i.e la taille de cellule
e´le´mentaire pour un milieu pe´riodique. Une telle proce´dure a e´te´ propose´e dans le chapitre
pre´ce´dent et dans (Forest and Trinh, 2011) et sera utilise´e dans cette contribution. De meˆme,
les proprie´te´s effectives d’ordre supe´rieur ne devraient pas de´pendre pas du choix spe´cifique du
motif de la cellule e´le´mentaire pour le milieu pe´riodique, de fac¸on similaire a` l’homoge´ne´isation
classique. Cette proprie´te´ requise n’est pas satisfaite par les techniques d’homoge´ne´isation
d’ordre supe´rieur disponibles.
Le pre´sent chapitre aborde quelques questions encore non re´solues concernant le
proble`me de l’homoge´ne´isation a` l’aide de milieux continus ge´ne´ralise´s. L’objectif est
de comparer les valeurs et les performances des proprie´te´s e´lastiques d’ordre supe´rieur
globales, qui proviennent de plusieurs techniques aborde´s dans le chapitre pre´ce´dent pour
l’homoge´ne´isation d’ordre supe´rieur. Il est re´alise´ dans le cas particulier d’un mate´riau
pe´riodique a` deux phases e´lastiques fortement contraste´es avec une ge´ome´trie donne´e du VER.
Les modules globaux du milieu substitutif de Cosserat, du second gradient et micromorphe
seront de´termine´s pour diffe´rentes fac¸ons d’e´valuer le champ de fluctuation de de´placement.
La performance des milieux substitutifs obtenus est e´value´e, en conside´rant un proble`me aux
limites sur une structure he´te´roge`ne, pour lequel la me´thode d’homoge´ne´isation classique ne
donne pas un re´sultat satisfaisant.
Certains re`gles disponibles de transition d’e´chelle micro–macro pour les milieux d’ordre
supe´rieur sont rappele´es dans la sous-section 5.2. Les conditions polynoˆmiales aux limites sont
rappele´es dans la sous-section 5.3 ou` la question de la taille du VER dans l’homoge´ne´isation
d’ordre supe´rieur est aussi aborde´e. Les proprie´te´s globales e´lastiques d’ordre supe´rieur sont
identifie´es dans la sous-section 5.4 pour trois conditions de fluctuation diffe´rentes dans le cas
d’une microstructure composite donne´e. Dans la dernie`re sous-section, un calcul de re´fe´rence
est effectue´ sur la structure he´te´roge`ne entie`rement discre´tise´e avec un chargement particulier.
Cette re´fe´rence est compare´e a` l’estimation du milieu global substitutif de Cosserat, du second
gradient et micromorphe.
L’analyse est limite´e a` l’e´lasticite´ line´aire dans le cadre de l’hypothe`se de petites
de´formations. Tous les e´tats de´forme´s pre´sente´s dans les figures sont amplifie´s pour une
meilleure illustration.
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Ce chapitre fait l’objet de la publication a` paraˆıtre (Trinh et al., 2011).
5.2 De´finition de milieu ge´ne´ralise´ effectif
La proce´dure d’homoge´ne´isation e´tendue, se basant sur l’usage de conditions aux limites
non–homoge`ne polynoˆmiales sur la cellule e´le´mentaire du mate´riau he´te´roge`ne, se base
ge´ne´ralement sur le choix a` priori du milieu ge´ne´ralise´ cible´. Le nombre des coefficients
inde´pendants dans le polynoˆme conside´re´ doit augmenter si la cine´matique du milieu global
ge´ne´ralise´ est enrichie. La situation la plus ge´ne´rale a` l’e´chelle macroscopique conside´re´e dans
la litte´rature est le milieu micromorphe. Nous faisons d’abord un rappel de la proce´dure
d’homoge´ne´isation pour le milieu global micromorphe suivant (Forest, 2002; Ja¨nicke et al.,
2009). Nous montrerons ensuite comment cette situation ge´ne´rale se re´duit au milieu
global de Cosserat et du second gradient comme des cas particuliers, qui ont e´te´ propose´s
inde´pendamment dans (Gologanu et al., 1997; Forest and Sab, 1998a).
5.2.1 Milieu global micromorphe
On rappelle que la the´orie micromorphe introduit les degre´s de liberte´ de
microde´formation repre´sente´s par le tenseur du second ordre ge´ne´ralement non–syme´trique,
χ
∼
(X ). Ces nouveaux de´gre´s de liberte´ sont ajoute´s a` ceux classiques de de´placement,U (X ).
On suppose que le de´veloppement du gradient de microde´formation :
K∼ (X ) := χ∼(X )⊗∇X (5.1)
est associe´ avec un travail interne et a` un stockage d’e´nergie. Il y a e´galement un prix
e´nerge´tique, caracte´rise´ par la mesure de de´formation relative
e∼(X ) := U (X )⊗∇X − χ∼(X ) (5.2)
a` payer pour que la microde´formation diffe`re de la macrode´formation. La substitution d’un
mate´riau de Cauchy he´te´roge`ne par un milieu homoge`ne micromorphe exige la de´finition
des degre´s de liberte´ supple´mentaires comme fonctions des micro–champs. Pour un champ
local de de´placement u (x ) dans le volume e´le´mentaire V , il a e´te´ propose´ dans le chapitre
pre´ce´dent et dans (Forest and Sab, 1998a; Forest, 2002; Ja¨nicke et al., 2009; Ja¨nicke and
Diebels, 2009; Forest and Trinh, 2011) de de´terminer le champ homoge`ne de de´formation, qui
est le plus proche du champ de de´placement re´el, dans le sens du proble`me de minimisation
suivant :
min
U (X ),χ
∼
(X )
∫
V
∣∣∣∣∣∣u (x )−U (X )− χ∼(X ) · (x −X )∣∣∣∣∣∣2 dV (5.3)
pour un point mate´riel donne´ X . La proce´dure de minimisation est simple et de´livre, en
prenant X comme le centre de V (X ) :
U (X ) =< u (x ) >V , A∼ =< (x −X )⊗ (x −X ) >V (5.4)
χ
∼
(X ) =< (u (x )−U (X ))⊗ (x −X ) >V .A∼−1 =< u (x )⊗ (x −X ) >V .A∼−1 (5.5)
ou` le moment quadratique est introduit et suppose´ eˆtre uniforme macroscopiquement dans la
suite. La de´finition du milieu global exige ensuite l’e´valuation des gradients macroscopiques
des ddls. Le gradient macroscopique du champ de de´placement est encore exprime´ par la
5.2. DE´FINITION DE MILIEU GE´NE´RALISE´ EFFECTIF 101
moyenne (5.11). Le gradient de la microde´formation (5.1) est calcule´ en utilisant la de´finition
(5.5) comme dans le chapitre pre´ce´dent et (Forest and Trinh, 2011) :
K∼
T (X ) =< (u (x )⊗∇x)⊗ (x −X ) > ·A∼−1, Kijk =< ui,k(xl −Xl) > A−1lj (5.6)
ou` la transposition du tenseur de troisie`me ordre est applique´e aux deux derniers indices. Par
conse´quent, le gradient de microde´formation peut eˆtre interpreˆte´ comme le premier moment
de la distribution du gradient de de´placement local. La de´formation relative doit e´galement
eˆtre e´value´e et prend la forme de la diffe´rence :
e∼(X ) =< u (x )⊗∇x >V − < u (x )⊗ (x −X ) >V ·A∼−1 (5.7)
Lorsque le champ de de´placement u est une transformation line´aire, incluant un mouvement
du corps rigide et le gradient de de´formation s’annule comme il le faut.
Le milieu global micromorphe est caracte´rise´ par la forme de la densite´ de travail des
forces internes, qui implique trois tenseurs de contrainte, conjugue´es aux trois mesures de
de´formation :
p(i)(U ,χ
∼
) := Σ∼ : U ⊗∇X + S∼ : e∼ +M∼
...χ
∼
⊗∇X =< σ∼ : ε∼ > (5.8)
Le tenseur des contraintes Σ∼ est pris syme´trique, alors que le tenseur des contraintes relatives
S∼ est ge´ne´rallement non syme´trique. Le tenseur des doubles contraintes M∼ ne pre´sente en
ge´ne´ral aucune proprie´te´ de syme´trie par rapport a` ses trois indices.
5.2.2 Le milieu du second gradient
Le mode`le du second gradient se base sur l’introduction du premier et du second gradients
du champ de de´placement, U (X ). En particulier, la densite´ de travail des efforts inte´rieurs
prend la forme :
p(i)(U ) := Σ∼ : U ⊗∇X +M∼
...U ⊗∇X ⊗∇X (5.9)
ou` Σ∼ est le tenseur syme´trique des contraintes simples et M∼ est tenseur des contraintes
doubles ou hyper–contraintes, qui est syme´trique par rapport a` ses deux derniers indices. Le
tenseur des contraintes remplit les conditions d’e´quilibre :
τ∼ ·∇X = 0, with τ∼ = Σ∼ −M∼ ·∇X (5.10)
en l’absence des forces volumiques ni acce´le´ration. Les lois de comportement relient le premier
et second gradients de de´placement aux deux tenseurs de contraintes. Elles ont e´te´ pre´sente´es
dans les chapitre pre´ce´dents.
Au niveau macro, le de´placement, la de´formation et le gradient de de´formation sont les
valeurs moyennes des quantite´s correspondantes au niveau local partout dans le VER V qui
se compose d’un mate´riau de Cauchy he´te´roge`ne (Forest and Trinh, 2011) :
U (X ) =< u (x ) >V , U ⊗∇X =< u ⊗∇x >V (5.11)
K∼ := U ⊗∇X ⊗∇X =< u (x )⊗∇x ⊗∇x >V (5.12)
Les mesures de de´formation K∼ dans ce mode`le du second gradient sont syme´triques
par rapport aux deux derniers indices. C’est la diffe´rence principale avec les mesures de
de´formation du mode`le micromorphe. L’identification des proprie´te´s du milieu substitutif du
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second gradient se re´alise a` travers l’identification de la densite´ de marco–e´nergie et l’e´nergie
moyenne sur V :
< σ∼ : ε∼ >V= Σ∼ (X ) : E∼ (X ) +M∼ (X )
...K∼ (X ) (5.13)
Le mode`le micromorphe se re´duit a` la the´orie du gradient de de´formation si la liaison interne
χ
∼
≡ U ⊗∇X ⇐⇒ e∼ ≡ 0 (5.14)
est impose´e (Forest, 2009).
5.2.3 Milieu global de Cosserat
Le mode`le de Cosserat est un cas spe´cial de la the´orie micromorphe, pour lequel la
microde´formation se re´duit a` une microrotation pure. Cela ame`ne a` limiter la minimisation
(5.3) a` χ
∼
anti–syme´trique ou d’une fac¸on e´quivalente a` un vecteur axial Φ propose´ dans
(Forest and Sab, 1998a) :
min
U (X ),Φ (X )
∫
V
||u (x )−U (X )−Φ (X )× (x −X )||2 dV (5.15)
ou` × de´signe le produit vectoriel. La meˆme de´finition (5.4) est applique´e pour le de´placement
macroscopique. Le vecteur de rotation de Cosserat macroscopique est la solution de
(traceA∼ )Φ +
∫
V
Φ · (x −X )(x −X ) dV =
∫
V
(x −X )× (u −U ) dV (5.16)
ou` le tenseur ge´ome´trique A∼ a e´te´ introduit. Les tenseurs de de´formation et de courbure de
Cosserat sont donc de´finis comme :
e∼ := U ⊗∇+ ∼ ·Φ , K∼ := Φ ⊗∇ (5.17)
L’identification des proprie´te´s du milieu substitutif de Cosserat se re´alise a` travers
l’identification de la densite´ de macro–e´nergie et la moyenne d’e´nergie dans V :
< σ∼ : ε∼ >V= Σ∼ : e∼
sym + S∼ : e∼
skew +M∼
...K∼ (5.18)
ou` Σ∼ est le tenseur des contraintes syme´trique, S∼ est le tenseur des contraintes anti–
syme´trique, qui travaille successivement avec les parties syme´trique et anti–syme´trique de
la de´formation relative, et M∼ est le tenseur des couples de contraintes.
Dans le cas 2D avec un VER carre´ dont la longueur des coˆte´s est l et X au centre, on
peut de´river a` partir de (5.16) a` la formule suivante
Φ =
6
l2
< (x −X )× (u −U ) >V (5.19)
qui est e´tablie dans (Forest and Sab, 1998a) et sera utilise´e dans cette contribution. Si le plan
de de´formation est (e 1, e 2), donc Φ = Φ3e 3. Par suite, il n’existe plus que deux composantes
du tenseur de courbure, nomme´ment K31,K32 :
K31 =
6
l2
< x1u2,1 − x2u1,1 >V , K32 = 6
l2
< x1u2,2 − x2u1,2 >V (5.20)
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5.3 Condition polynoˆmiale de chargement du VER
Les conditions polynoˆmiales de chargement ont e´te´ largement utilise´es re´cemment pour
de´velopper le sche´ma d’homoge´ne´isation d’ordre supe´rieur. Plusieurs degre´s du polynoˆme sont
conside´re´s, en fonction de la the´orie du milieu global ge´ne´ralise´ choisie. Dans la suite, trois
cas sont e´value´s dans la section 5.5 et la discussion de l’existence du VER pour une telle
condition aux limites, est e´voque´e.
5.3.1 Se´lection des coefficients du polynoˆme
Le de´placement local a` l’inte´rieur du VER V du mate´riau he´te´roge`ne est e´tendue a` la
forme polynoˆmiale
u (x ) = E∼ ·x +
1
2
D∼ : (x ⊗x )+
1
3
D≈
... (x ⊗x ⊗x )+ 1
4
D∼∼
:: (x ⊗x ⊗x ⊗x )+v (x ), ∀x ∈ V
(5.21)
Les coefficients du polynoˆme sont constants et posse`dent les proprie´te´s de syme´trie suivantes :
les composantes Dijk, Dijkl et Dijklm sont successivement syme´trique par rapport a` leurs 2, 3
et 4 derniers indices. Un champ de fluctuation v (x ) doit eˆtre ajoute´ a` un tel de´veloppement
pour que le de´placement soit une solution du proble`me aux limites e´le´mentaire. Un tel
polynoˆme est utilise´ pour de´former de fac¸on non–homoge`ne le volume e´le´mentaire V , et
ainsi explorer la re´ponse du mate´riau he´te´roge`ne aux diffe´rents modes de de´formation non-
homoge`ne. La fac¸on d’imposer une telle condition de chargement a` un VER de´pend du choix
du champ de fluctuation v autorise´ sur le bord ∂V du VER. Quelques choix possibles sont
discute´s dans la section suivante, en e´cho des discussions des chapitres pre´ce´dents.
Le degre´ du polynoˆme conside´re´ dans le de´veloppement est lie´ directement a` l’ordre de la
the´orie du milieu global ge´ne´ralise´ :
– la conntribution quadratique Dijk est requise pour l’identification du milieu effectif du
second gradient (Gologanu et al., 1997; Geers et al., 2001; Forest and Trinh, 2011).
Certaines composantes des termes quadratiques correspondant aux modes de flexion
sont suffisants a` la construction d’un milieu effectif a` couples de contraintes (Ostoja-
Starzewski et al., 1999b; Bouyge et al., 2001a).
– Certaines composantes des termes quadratiques Dijk et du terme de troisie`me ordre
Dijkl sont implique´es dans la construction du milieu global effectif de Cosserat (Forest
and Sab, 1998a). La se´lection des coefficients pertinents est re´alise´e en gardant
seulement ceux qui contribuent a` la microrotation et la courbure globale du VER comme
de´finie successivement dans (5.19) et (5.20).
– Certaines composantes du polynoˆme du quartrie`me degre´ Dijkm sont ne´cessaires a` la
construction du milieu Cosserat 3D (Forest, 2002) et du milieu global micromorphe
(Ja¨nicke et al., 2009). La se´lection des coefficients sera discute´e dans cette contribution.
5.3.2 Roˆle du champ de fluctuation
Imposer une courbure moyenne ou un gradient de de´formation moyenne a` un VER est
effectue´ de plusiers manie`res lie´es au choix de la fluctuation v dans (5.21). Les proce´dures
pre´sente´s dans la litte´rature ne sont pas encore satisfaisantes comple`tement comme l’e´voque
la discussion dans (Forest and Trinh, 2011) et dans le chapitre pre´ce´dent. Trois possibilite´s
principales ont e´te´ exploˆıte´es :
1. v (x ) = 0, ∀x ∈ ∂V . La fluctuation est fixe´e a` ze´ro au bord de V . C’est une
me´thode simple qui fournit une estimation raisonable des proprie´te´s effectives du
milieu substitutif ge´ne´ralise´. Pourtant, elle souffre de deux limitations. Premie`rement,
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il est impossible d’imposer strictement la moyenne du gradient de de´formation car la
de´formation totale ne peut pas eˆtre prescrite au bord. On peut illustrer ce point via un
cas simple ou` un seul coefficient D111 est conside´re´ :
u1 =
1
2
D111x
2
1, u2 = 0, ∀x ∈ ∂V (5.22)
On calcule la moyenne de la composante de second gradient
< u1,11 >=
1
V
∫
V
u1,11 dV =
1
V
∫
∂V
u1,1n1 dS (5.23)
Cette expression n’est pas exploite´e plus loin car la composante de de´formation ε11 =
u1,1 n’est pas connue sur tout le bord ∂V , bien que u1 soit connu. La de´formation ne
peut pas eˆtre prescrite sur le bord dans le milieu de Cauchy. Au contraire, la formule
(5.6) peut eˆtre utilise´e et elle peut ainsi eˆtre e´crite :
K111 =
12
l2V
∫
V
u1,1x1 dV =
12
l2V
∫
V
(u1x1),1 dV − 12
l2
< u1 >
=
12
l2V
∫
∂V
u1x1n1 dS − 12
l2
< u1 >
=
12
l2V
∫
∂V
1
2
D111x
3
1n1dS −
12
l2
< u1 >
=
12
l2V
3
2
D111
∫
V
x21 dV −
12
l2
< u1 >
=
3
2
D111 − 12
l2
< u1 > (5.24)
Cette expression montre que K111 est effectivement relie´ au coefficient D111 mais
la seconde contribution n’est pas connue a` priori, elle est obtenue depuis un post–
traitement de la solution nume´rique du proble`me aux limites sur le volume V .
Deuxie`mement, comme dans l’homoge´ne´isation classique (voir section 5.4.2), la
prescription de la condition de Dirichlet aux bords du VER de´livre en ge´ne´ral des
modules effectifs trop rigides.
2. v (x ) est pe´riodique aux points homologues d’un VER. La restriction pe´riodique a e´te´
impose´e dans (Forest and Sab, 1998a; Kouznetsova et al., 2004c). Elle s’accompagne
aussi de l’anti-pe´riodicite´ du vecteur des contraintes sur les bords. Cette restriction
permet la de´finition du tenseur global des contraintes, base´e sur la condition de Hill–
Mandel ge´ne´ralise´e. Cependant, il n’y a pas de raison en ge´ne´ral de supposer une telle
exigence de pe´riodicite´ en pre´sence du chargement du gradient global de de´formation,
comme remarque´ par (Yuan et al., 2008; Kaczmarczyk et al., 2008; Bacigalupo and
Gambarotta, 2010).
3. Aucune restriction sur v , comme obtenue aux bords de la cellule e´le´mentaire si la
condition polynoˆmiale de Dirichlet est impose´e sur le bord d’un mate´riau he´te´roge`ne
pe´riodique tre`s loin de la cellule en conside´ration, comme propose´ dans (Forest and
Trinh, 2011) et dans le chapitre pre´ce´dent. Cette proce´dure est lie´e a` la notion de
VER pour les conditions polynoˆmiales discute´e dans le chapitre pre´ce´dent et la section
suivante. La convergence en fonction de nombre de cellules conside´re´es est confirme´e
dans un cas spe´cial ou` la fluctuation n’est pas pe´riodique.
Ces diffe´rents choix seront utilise´s dans la section 5.4 afin d’identifier les modules e´lastiques
ge´ne´ralise´s effectifs.
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5.3.3 Existence du VER pour les conditions polynoˆmiales aux limites
La question de l’existence d’un VER est essentielle pour l’e´tablissement d’une fondation
solide de la proce´dure d’homoge´ne´isation. Conside´rons une microstructure pe´riodique avec
une cellule e´le´mentaire V0. Dans l’espace 3D, un e´le´ment de volume mate´riel V pourra eˆtre
construit par pavement de N3 volumes V0 translate´s. Les auteurs dans (Kouznetsova et al.,
2004a) e´tudient les modules e´lastiques globaux du milieu du second gradient et se basent sur
la condition de Dirichlet quadratique avec des valeurs croissantes de N . Ils trouvent que ces
modules, de´rive´s a` partir de la moyenne de la densite´ d’e´nergie, calcule´s dans V complet, pour
chaque chargement, augmentent avec N , et ne convergent pas vers des proprie´te´s effectives
uniques. Dans (Pham, 2010), l’auteur explique que c’est une faiblesse fondamentale de la
me´thode et propose une alternative a` la de´finition des modules effectifs qui ne de´pend pas de
N . C’est un pas significatif vers l’e´tablissement de fondations solides pour l’homoge´ne´isation
d’ordre supe´rieur. Une perspective diffe´rente est propose´e dans (Forest and Trinh, 2011). Au
lieu du calcul de la densite´ d’e´nergie globale sur V , en augmentant N , nous proposons de
calculer l’e´nergie uniquement sur la cellule e´le´mentaire centrale. Cette carte d’e´nergie converge
sous l’effet des conditions de chargement, comme montre´ dans l’exemple traite´ dans le chapitre
pre´ce´dent. De cette fac¸on, le champ de fluctuation v aux bords de la cellule centrale V0 est
de´termine´e de fac¸on exacte. Ce dernier ne s’exprime pas la proprie´te´ de pe´riodicite´ usuelle.
La technique sera applique´e dans la section suivante afin de ve´rifier si une telle convergence
existe dans le cas du mate´riau conside´re´ dans ce chapitre et s’il est possible de de´terminer les
modules effectifs de cette fac¸on.
En particulier, l’analyse du champ de fluctuation a` convergence de la taille du VER
dans (Forest and Trinh, 2011) montre que la fluctuation contribue ge´ne´ralement de manie`re
significative a` la moyenne du second gradient du champ de de´placement. Ce dernier est donc
diffe´rent des coefficient du terme quadratique dans l’expression polynoˆmiale. Au contraire,
la condition aux limites propose´e dans (Kaczmarczyk et al., 2008) assure que la moyenne du
second gradient de la fluctuation disparait. Il faut donc comparer la fluctuation obtenue de
l’analyse de convergence dans (Forest and Trinh, 2011) a` celle propose´e dans (Yuan et al.,
2008; Kaczmarczyk et al., 2008; Bacigalupo and Gambarotta, 2010).
5.4 Identification des modules e´lastiques effectifs ge´ne´ralise´s
5.4.1 De´finition du mate´riau composite conside´re´
Le composite pe´riodique choisi pour e´valuer la me´thode d’homoge´ne´isation propose´e se
compose d’une phase e´lastique isotrope line´aire dure (h) et d’une phase e´lastique isotrope
line´aire molle (s) :
Eh = 100000MPa, νh = 0.3, Es = 500MPa, νs = 0.3
Les deux phases affichent un contraste de 200 dans leur module de Young. La ge´ome´trie a`
deux dimensions de la cellule e´le´mentaire V0 du composite pe´riodique est montre´e sur la figure
5.1(a). Elle met en e´vidence une syme´trie orthotrope. La fraction volumique de la phase dure
est fh = 0.424. Toute la microstructure est obtenue par des translations dans les directions
combine´es 1 et 2. Il est possible de conside´rer un autre motif pour la cellule e´le´mentaire
du milieu pe´riodique, comme celle pre´sente´e sur la figure 5.1(b). Elle sera utilise´e afin de
ve´rifier l’influence du choix de la cellule e´le´mentaire sur la pre´diction des proprie´te´s effectives
ge´ne´ralise´es.
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(a) (b)
Fig. 5.1 – VER V0 du mate´riau composite pe´riodique : (a) la ge´ome´trie de la cellule
e´le´mentaire, (b) seconde cellule e´le´mentaire e´quivalente. La phase dure est rouge et la phase
molle est bleue. Les axes d’orthotropie 1 et 2 sont successivement horizontal et vertical.
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Fig. 5.2 – Conditions de chargement applique´es a` un VER pour la de´termination des
proprie´te´s effectives du mate´riau homoge`ne e´quivalent de Cauchy. La premie`re, second et
troisie`me lignes correspondent successivement a` :E11 = 1, E22 = 1, E12 = E21 = 0.25. Dans
chaque cas, les composantes restantes sont nulles.
5.4.2 Identification des modules e´lastiques classiques
L’homoge´ne´isation pe´riodique classique est utilise´e d’abord pour calculer les proprie´te´s
e´lastiques orthotropes du mate´riau effectif de Cauchy. Une moyenne de de´formation Eij est
applique´e a` la cellule e´le´mentaire dans laquelle le champ de de´placement est sous la forme :
u (x ) = E∼ · x + v (x ) (5.25)
ou` v est la fluctuation pe´riodique de de´placement, prenant des valeurs identiques aux points
homologues du bord ∂V0 de la cellule e´le´mentaire. Les modules effectifs sont de´termine´s
a` partir de la moyenne de la densite´ d’e´nergie e´lastique produite par trois conditions de
chargement successives inde´pendantes, comme illustre´ sur la figure 5.2. Les simulations EF
sont re´alise´es sous la condition de de´formation plane. Les modules trouve´s sont fournis dans
le tableau 5.1. Ils sont de´finis sous la forme matricielle suivante :Σ11Σ22
Σ12
 =
C11 C12 0C12 C22 0
0 0 C44

 E11E22
2E12
 (5.26)
Par souci de comparaison, nous calculons e´galement les modules apparents quand les
conditions de de´formation homoge`ne aux limites sont applique´es a` la cellule centrale, i.e quand
la fluctuation est prise nulle : v = 0,∀x ∈ ∂V0. Ces conditions aux limites sont appele´es
KUBC (kinematic uniform boundary condition). Les modules apparents correspondants,
e´galement montre´s dans le tableau 5.1, sont significativement plus raides que les modules
effectifs venant de l’homoge´ne´isation pe´riodique, comme attendu.
5.4.3 Identification des modules d’e´lasticite´ effectifs de Cosserat
Les modules effectifs du milieu global de Cosserat sont obtenus par la prescription
successive d’une courbure moyenne K∼ et d’une moyenne de de´formation relative e∼ via la
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C11 (MPa) C12 (MPa) C22 (MPa) C44 (MPa)
periodic 44748 1579 7163 372
KUBC 45707 3181 9920 6186
Tab. 5.1 – Proprie´te´s e´lastiques du mate´riau effectif de Cauchy.
Y1212 Y1221 Y2121 C3131 (K31) C3232 (K32)
(MPa) (MPa) (MPa) MPa mm2 ( mm−1) MPa mm2 ( mm−1)
periodic 241250 -128383 69188 6788 (1.03) 2091 (0.9)
no fluctuation 976970 -616255 402759 5401 (1.17) 1502 (1.15)
converged field – – – 6004 (1.07) 878 (1.33)
Tab. 5.2 – Proprie´te´s du mate´riau effectif de Cosserat obtenues pour le VER de la figure
5.1(a).
Y1212 Y1221 Y2121 C3131 (K31) C3232 (K32)
(MPa) (MPa) (MPa) MPa mm2 ( mm−1) MPa mm2 ( mm−1)
pe´riodique 2383 -3270 6966 630.4 (1.01) 930.7 (0.994)
fluctuation nulle 3695941 -5472478 8109835 651.1 (1.01) 955.6 (1.08)
champ converge´ – – – 713 (1.07) 330 (0.58)
Tab. 5.3 – Proprie´te´s e´lastiques du mate´riau effectif de Cosserat obtenues pour le VER de la
figure 5.1(b).
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Fig. 5.3 – Conditions de chargement applique´es a` un VER pour la de´termination
des proprie´te´s effectives du mate´riau homoge`ne e´quivalent de Cosserat. Les trois lignes
correspondent successivement au champ de fluctuation pe´riodique, nul, et converge´. La
premie`re et seconde lignes sont associe´es successivement a` la courbure prescrite K31 et K32.
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Fig. 5.4 – Etat de´forme´ du VER sous l’application d’une de´formation relative : condition
aux limites pe´riodique (gauche), fluctuation nulle (au milieu), e´tat converge´ (droite).
condition polynoˆmiale de la forme :
u∗1 = D222x
2
2 − 2D111x1x2 +D3(x32 − 3x21x2) + v1(x1, x2) (5.27)
u∗2 = D111x
2
2 − 2D111x1x2 −D3(x31 − 3x1x22) + v2(x1, x2) (5.28)
qui repre´sente un cas particulier de (5.21), propose´ dans (Forest and Sab, 1998a). Les
moyennes des composantes de la courbure K31 et K32 sont relie´es directement aux coefficients
prescrits D111 et D222 par la relation (5.20). La rotation relative e12 − e21 est dicte´e par la
valeurD3 a` travers les relations (5.4),(5.17) et (5.19). La partie syme´trique e12+e21 correspond
a` la composante 2E12 de la de´formation classique de cisaillement dans (5.26).
Les e´tats de´forme´s des VER sont pre´sente´s sur la figure 5.3 ou` les courbures K31 et
K32 sont prescrites avec trois choix de champs de fluctuation : pe´riodique, nul ou converge´.
Le troisie`me type de fluctuation sera de´taille´ dans la sous-section suivante. L’effet de la
fluctuation est visible principalement pour la courbure K32 en raison de la forte anisotropie
du composite choisi. Les deux e´tats de´forme´s de la figure 5.4 (a` gauche et au milieu)
correspondent a` la prescription de la rotation relative avec la fluctuation pe´riodique et nulle.
L’e´nergie associe´e a` chaque mode de de´formation non–homoge`ne est utilise´e pour identifier
les modules e´lastiques globaux, en se basant sur la condition de Hill-Mandel ge´ne´ralise´e (5.18).
La composante des contraintes anti-syme´trique et les couples de contraintes sont lie´es a` la
de´formation relative et a` la courbure au travers de la relation :
Σ12
Σ21
M31
M32
 =

Y1212 Y1221 0 0
Y1221 Y2121 0 0
0 0 C3131 0
0 0 0 C3232


e12
e21
K31
K32
 (5.29)
La syme´trie orthotrope a e´te´ prise en compte pour l’e´criture de la forme de cette matrice. Les
modules correspondants sont de´termine´s a` partir de l’e´nergie contenue dans l’e´tat de´forme´
pre´sente´, et a` partir de l’e´valuation des mesures de de´formation du milieu de Cosserat
global, tous sont calcule´s par le post–traitement du calcul EF. Les valeurs des modules
trouve´s sont indique´es dans le tableau 5.2. Les modules C3131 et C3232 sont obtenus par
l’application successive de D111 = 1 mm−1 et de D222 = 1 mm−1 dans (5.28). Les courbures
correspondantes sont calcule´es a` l’aide de la fomule de post–traitement (5.20). Elles sont
diffe´rentes en fonction de type de fluctuation. Les modules de flexion trouve´s sont proches.
5.4. IDENTIFICATION DES MODULES E´LASTIQUES EFFECTIFS GE´NE´RALISE´S 111
Fig. 5.5 – Etat de´forme´ d’un volume e´le´mentaire composite contenant 15×15 cellules, soumis
a` la condition polynoˆmiale (5.28) avec D111 = 1 mm−1 (gauche), D222 = 1 mm−1 (milieu) et
D3 = 1, les coefficients restants sont mis a` ze´ro.
Au contraire, les modules controˆlant la partie anti–syme´trique des contraintes globales sont
significativement diffe´rents selon que la fluctuation est pe´riodique ou nulle.
Les modules C3131 et C3232 sont e´galement valables pour un milieu a` couple de contraintes
pour lequel la micro-rotation Φ est contrainte a` co¨ıncider avec la rotation mate´rielle (Bouyge
et al., 2001a). Ainsi, la combinaison des modules, intervenant dans l’expression de la partie
anti–syme´trique des contraintes globales, devient un multiplicateur de Lagrange.
Les proprie´te´s globales de Cosserat et a` couples de contraintes sont aussi de´termine´es dans
le cas du VER secondaire de la figure 5.1(b) suivant la meˆme proce´dure. Les valeurs mises dans
le tableau 5.3 montrent une de´pendance significative des modules ge´ne´ralise´s par rapport au
choix du motif, la morphologie en croix menant a` des modules ge´ne´ralise´s conside´rablement
plus mous.
5.4.4 La taille du VER pour les proprie´te´s du milieu global de Cosserat et
du second gradient
L’influence du mode de fluctuation, introduit dans la condition aux bords dans le calcul de
la section pre´ce´dente, indique qu’il y a sans aucun doute un effet de couche limite induit par les
conditions polynomiales. Afin d’e´liminer cet effet de bord, on conside`re un volume e´le´mentaire
contenant une quantite´ croissante de celulles e´le´mentaires. Ce volume est une collection de
N ×N cellules e´le´mentaires, avec N = 1, 3, 5.. jusqu’a` N = 27 dans les simulations suivantes.
On cherche une taille M pour laquelle, la distribution d’e´nergie dans une zone fixe´e par la
taille M ×M ne varie plus quand la condition polynoˆmiale est applique´e au loin avec les
meˆmes coefficients du polynoˆme. La taille obtenue de la zone fixe´e sera nomme´e la taille du
VER pour la condition polynoˆmiale conside´re´e. En particulier, l’attention est porte´e sur la
distribution d’e´nergie a` l’inte´rieur de la celulle centrale.
Dans le cas de l’homoge´ne´isation classique ou` la condition affine u ∗ = E∼ .x est utilise´e,
il est connue qu’une telle proce´dure me`ne a` un champ stable de contraintes–de´formation
dans volume e´le´mentaire. En particulier, la fluctuation au bord de la celulle e´le´mentaire,
de´finie comme la diffe´rence entre le champ obtenu de de´placement et la contribution affine
v = u rel −E∼ .x , s’ave`re eˆtre pe´riodique.
Pour des conditions de Dirichlet plus ge´ne´rale, prescrites sur le bord, on peut examiner la
convergence du champ me´canique pour une taille croissante. On de´finit la fluctuation v de la
meˆme manie`re et on examine ses proprie´te´s aux bords de la cellule centrale. Ce programme
a e´te´ re´alise´ dans le chapitre pre´ce´dent et dans la re´fe´rence (Forest and Trinh, 2011) pour
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(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)
Fig. 5.6 – De´formation du VER a` 15×15 cellules e´le´mentaires correspondant a` la condition de
Dirichlet aux bords : (a) D111 : u = 1/2x21e 1, (b) D222 : u = 1/2x
2
2e 2, (c) D122 : u =
1/2x22e 1, (d) D211 : u = 1/2x
2
1e 2, (e) D212 : u = x1x2e 2, (f) D112 : u = x1x2e 1.
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N×N-cell D111 = 1 D122 = 1 D212 = 1 D112 = 1 D211 = 1 D222 = 1
3x3 3 19 1033 527 368 324
7x7 2 0.12 789 6176 660 227
9x9 1.3 0.3 761 6079 565 89
11x11 0.9 0.4 759 5930 474 27
15x15 0.5 0.33 770 5714 371 1.8
21x21 0.4 0.32 776 5587 325 0.2
27x27 0.33 0.32 777 5548 315 0.2
Tab. 5.4 – Moyenne de la densite´ d’e´nergie e´lastique dans la cellule centrale du volume
e´le´mentaire N×N–cellules soumis a` la condition quadratique de Dirichlet. Les composantes
Dijk sont donne´es en mm−1 et la valeur d’e´nergie e´lastique est en MPa.
un mate´riau composite de type grille avec une condition polynoˆmiale quadratique. Il est
applique´ de nouveau a` la micro–structure de la figure 5.1 dans ce chapitre. Il est e´galement
utile de de´terminer les proprie´te´s correspondantes du milieu global de Cosserat, du second
gradient et de comparer ces dernie`res avec les autres estimations base´es sur diffe´rents choix
de fluctuations.
Les condition polynoˆmiales de Cosserat (5.28), avec v = 0, sont prescrites aux bords d’un
volume e´le´mentaire 15×15 sur la figure 5.5. Une flexion claire est observe´e sur la sous–figure
a` gauche et au milieu de la figure 5.5 tandis que seule la couche au bord semble eˆtre affecte´e
par le polynoˆme du troisie`me ordre sur la sous–figure a` droite, laissant la cellule centrale
quasiment non de´forme´e. Ces calculs ont e´te´ re´alise´s de 1×1 jusqu’a` 27×27 pour ve´rifier si
l’e´tat de de´formation converge´e est atteint. Ces e´tats converge´s sont indique´s en bas de la
figure 5.3 pour la flexion et a` droite de la figure 5.4 pour le chargement en de´formation relative.
Le mode de convergence en flexion est identifie´e clairement alors que la de´formation de la
cellule centrale se rapproche d’une rotation du corps rigide, quand le polynoˆme de troisie`me
ordre est applique´.
La meˆme strate´gie est effectue´e dans le cas des six modes de de´formation 2D correspondant
au polynoˆme quadratique entier dans l’e´quation (5.21) : D111, D222, D122, D211, D212, D112.
Les de´formations associe´es au volume e´le´mentaire 15x15 cellules sont expose´es sur la figure
5.6. La forme converge´e de la cellule centrale est montre´e sur la figure 5.7, avec une
meˆme grossissement. Les modes D111, D222 et D122 produisent une de´formation limite´e dans
la cellule centrale alors que D211, D212, D112 affectent la forme de la cellule de manie`re
significative. La densite´ d’e´nergie e´lastique< σ∼ : ε∼ >V0 sur toute la cellule centrale e´le´mentaire
V0, associe´e a` six modes est montre´e dans le tableau 5.4, en fonction de la taille N du
volume e´le´mentaire. La convergence vers une valeur finie d’e´nergie est atteinte pour les modes
D211, D212, D112 tandis que le mate´riau est insensible aux modes D111, D222 et D122.
La convergence affiche´e pour la collection des cellules assure qu’un VER est atteinte.
Pourtant, une quantite´ assez grande de cellules est ne´cessaire pour de´tecter l’e´nergie. Une
analyse de´taille´e confirme que la fluctuation correspondant a` la re´ponse de la cellule centrale
n’est pas pe´riodique, comme montre´ dans le chapitre pre´ce´dent (Forest and Trinh, 2011).
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(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)
Fig. 5.7 – Forme de la cellule centrale du volume e´le´mentaire 15x15 soumis a` la condition de
Dirichlet au bord : (a) D111 : u = 1/2x21e 1, (b) D222 : u = 1/2x
2
2 e 2, (c) D122 : u =
1/2x22 e 1, (d) D211 : u = 1/2x
2
1 e 2, (e) D212 : u = x1x2 e 2, (f) D112 : u = x1x2 e 1.
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5.4.5 Identification des modules effectifs du mode`le du second gradient
e´lastique
La condition polynoˆmiale quadratique de chargementDijk peut eˆtre utilise´e pour identifier
les proprie´te´s e´lastiques du milieu global du second–gradient. Le tenseur des contraintes Σ∼
est relie´ encore au tenseur de de´formation E∼ par les modules (5.26). Dans un milieu centro–
syme´trique, le tenseur des contraintes doubles Mijk = Mikj est relie´ line´airement au second
gradient de de´placement Kijk = Kikj par la matrice des modules doubles e´lastiques. La
structure du tenseur d’e´lasticite´ d’ordre 6 du mate´riau anisotrope second–gradient a e´te´
analyse´e par (Auffray et al., 2009; Auffray et al., 2010). Dans la situation la plus ge´ne´rale, la
repre´sentation matricielle associe´e s’e´crit :
M111
M122√
2M212
M222
M211√
2M121

=

A111111 A111122
√
2A111212 A111222 A111211
√
2A111121
A122111 A122122
√
2A122212 A122222 A122211
√
2A122121
√
2A212111
√
2A212122 2A212122
√
2A212222
√
2A212211 2A212121
A222111 A222122
√
2A222212 A222222 A222211
√
2A222121
A211111 A211122
√
2A211212 A211222 A211211
√
2A211121
√
2A121111
√
2A121122 2A121212
√
2A121222
√
2A121211 2A121121


K111
K122
K212
K222
K211
K121

(5.30)
Cette notation, utilisant la racine carre´e de K212 et de M212, de´finit une vrai repre´sentation
matricielle du tenseur de double e´lasticite´. Le rangement des composantes du second gradient
de de´placement comme propose´ dans la repre´sentation matricielle ci–dessus, me`ne dans le cas
orthotrope au syste`me non-couple´ suivant :
M1
M2
M3
M4
M5
M6

=

A11 A12 A13 0 0 0
A12 A22 A23 0 0 0
A13 A23 A33 0 0 0
0 0 0 A44 A45 A46
0 0 0 A45 A55 A56
0 0 0 A46 A56 A66


K1
K2
K3
K4
K5
K6

(5.31)
avec les notations simplifie´es :
[K1 K2 K3 K4 K5 K6] =
[
K111 K122
√
2K212 K222 K211
√
2K121
]
(5.32)
[M1 M2 M3 M4 M5 M6] =
[
M111 M122
√
2M212 M222 M211
√
2M121
]
(5.33)
et
[A11 A12 A13 A22 A23 A33] =
[
A111111 A111122
√
2A111212 A122122
√
2A122212 2A212212
]
(5.34)
[A44 A45 A46 A55 A56 A66] =
[
A222222 A222211
√
2A222121 A211211
√
2K211121 2K121121
]
(5.35)
Il y a donc 12 modules doubles e´lastiques inde´pendants a` identifier a` partir de l’analyse
de la re´ponse du VER soumis aux conditions non homoge`nes de chargement. Il est
ne´cessaire de de´terminer douze conditions de chargement correspondant a` douze ensembles
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A11 A22 A33 A12 A23 A13
(MPa.mm2) (MPa.mm2) (MPa.mm2) MPa.mm2 MPa.mm2 MPa.mm2
non fluctuation 134601 37436 124 548 68706 67368 127 213
A44 A55 A66 A45 A46 A56
non fluctuation 69445 2801 32 175 40762 11 094 7 548
Tab. 5.5 – Les proprie´te´s e´lastiques d’ordre supe´rieur du mate´riau global du second gradient
pour la cellule e´le´mentaire de la figure 5.1(a). La fluctuation est prise nulle aux bords de
cellule.
de valeurs des coefficients Dijk. Les six conditions, se´lectionne´es pour l’identification du
premier bloc de 6 constantes dans la matrice (5.31), sont labellise´es (a, b, c, d, e, f). Six
conditions supple´mentaires sont ne´cessaires pour le deuxie`me bloc. Pour chaque chargement,
la proce´dure de post–processing fournit la moyenne de la densite´ d’e´nergie 2 =< σ∼ : ε∼ >V0
dans la cellule e´le´mentaire centrale et la courbe globale K1,K2 et K3. La moyenne de la
densite´ d’e´nergie au niveau local relie la densite´ d’e´nergie au niveau global sous la forme :
2 =
[
K1 K2 K3 K4 K5 K6
]

A11 A12 A13 0 0 0
A12 A22 A23 0 0 0
A13 A23 A33 0 0 0
0 0 0 A44 A45 A46
0 0 0 A45 A55 A56
0 0 0 A46 A56 A66


K1
K2
K3
K4
K5
K6

(5.36)
Les six cas d’e´nergie donnent le syste`me suivant d’e´quations pour trouver les modules
e´lastiques d’ordre supe´rieur :

2a
2b
2c
2d
2e
2f

=

K21a K
2
2a K
2
3a 2K1aK2a 2K2aK3a 2K1aK3a
K21b K
2
2b K
2
3b 2K1bK2b 2K2bK3b 2K1bK3b
K21c K
2
2c K
2
3c 2K1cK2c 2K2cK3c 2K1cK3c
K21d K
2
2d K
2
3d 2K1dK2d 2K2dK3d 2K1dK3d
K21e K
2
2e K
2
3e 2K1eK2e 2K2eK3e 2K1eK3e
K21f K
2
2f K
2
3f 2K1f K2f 2K2f K3f 2K1f K3f


A11
A22
A33
A12
A23
A13

(5.37)
Un syste`me similaire existe quand K4,K5,K6 sont active´s.
Les modules d’ordre supe´rieur trouve´s sont inscrits dans le tableau 5.5 pour une fluctuation
nulle v dans (5.21) au bord de la cellule e´le´mentaire V0. On ne de´termine pas les modules
correspondants aux e´tats converge´s de la cellule e´le´mentaire enfonce´e dans un volume
e´le´mentaire N×N a` cause des modes a` ze´ro e´ne´rgie indique´s pre´ce´demment qui rendent
le syste`me pre´ce´dent inde´termine´. Ces obstacles seront pre´cise´s dans la section 5.4.4. Une
proce´dure spe´cifique est ne´cessaire pour de´terminer les termes nuls de la matrice globale, qui
est exprime´e dans (Bacigalupo and Gambarotta, 2010).
Les modules d’ordre supe´rieur obtenus de la proce´dure pre´ce´dente sont tre`s e´leve´s par
rapport aux modules de flexion de Cosserat.
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5.4.6 Identification des modules e´lastiques effectifs micromorphes
Dans le but d’obtenir les modules effectifs du milieu global micromorphe, un polynoˆme
cubique de la forme :
u∗i =
(
Ui,1 − 52 ei1
)
x1 +
(
Ui,2 − 52 ei2
)
x2 + 10l2 ei1 x
3
1 +
10
l2
x32
+12Di11 x
2
1 +
1
2(Di12 +Di21)x1x2 +
1
2Di22 x
2
2 − l
2
24(Di11 +Di22)
(5.38)
est introduit avec une longueur de la cellule centrale e´gale a` l = 1mm. C’est le polynoˆme
choisi par (Ja¨nicke, 2010), pour la construction d’un milieu micromorphe de substitution. On
distingue d’un coˆte´ les composantes de degre´ pair du polynoˆme, i.e. constante et la partie
quadratique, associe´e aux coefficients Dijk, et de l’autre coˆte´, les composantes de degre´s
impairs du polynoˆme, controˆle´es par le gradient de de´placement et la de´formation relative. La
partie constante du polynoˆme repre´sente un mouvement du corps rigide du volume e´le´mentaire
et assure que le centro¨ıde du volume reste a` une position fixe´e lors de la de´formation provoque´e
par Dijk. Les coefficients de la part quadratique sont pris syme´triques par rapport aux deux
derniers indices Dijk = Dikj (comme mentionne´ dans la section 5.3). La partie cubique du
polynoˆme est limite´e aux composantes de´pendant de x3i . Aucun terme cubique croise´ n’est
pris en compte, pour des raisons donne´es dans (Ja¨nicke, 2010). L’identification des coefficients
du polynoˆme par les re`gles pre´sente´es dans (5.1) et (5.2) implique que la part cubique est
relie´e a` la de´formation relative, tandis que la part line´aire est lie´e a` la de´formation relative
ainsi qu’au gradient de de´placement global. On simplifie le proble`me en conside´rant que le
champ local u dans la cellule e´le´mentaire est entie`rement donne´ par (5.38). Par conse´quent,
on ne´glige la fluctuation dans (5.21). Dans ce cas, on trouve :
Kijk = Dijk (5.39)
Suite a` cette approximation, l’identite´ de Hill–Mandel (5.8) fournit une de´finition explicite
des contraintes d’ordre supe´rieur :
Mijk =< σi(jxk) > (5.40)
ou` les parenthe`ses dans les indices indiquent la syme´trisation par rapport aux indices
correspondants. Il faut noter que le polynoˆme choisi (5.38) ne permet pas de distinguer entre
Kijk et Kikj bien que la distinction soit ne´cessaire pour identifier un milieu micromorphe
complet. Cependant, il n’est pas pris en compte ici en raison de la complexite´ du
de´veloppement polynoˆmial ne´cessaire (order 4).
Plusieurs e´tats de´forme´s de la cellule e´le´mentaire suite a` l’application de Ui,j et de eij sont
pre´sente´s sur la figure 5.8. L’e´valuation de la condition de Hill-Mandel ge´ne´ralise´e (5.8) permet
alors d’identifier les modules e´lastiques globaux. Prenant en compte la syme´trie orthotrope, les
composantes du tenseur syme´trique des contraintes Σ∼ , et du tenseur des contraintes relatives
S∼ sont calcule´s : 
Σ11
Σ22
S11
S22
 =

Y1111 Y1122 Z1111 Z1122
Y1122 Y2222 Z2211 Z2222
η1111 η1122 ζ1111 ζ1122
η2211 η2222 ζ1122 ζ2222


u1,1
u2,2
e11
e22
 , (5.41)
 Σ12S12
S21
 =
 Y1212 Y1212 Z1212 Z1221η1212 η1212 ζ1212 ζ1221
η2112 η2112 ζ1221 ζ2121


u1,2
u2,1
e12
e21
 . (5.42)
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(a) (b)
(c) (d)
Fig. 5.8 – Conditions de chargement applique´es aux diffe´rentes cellules e´le´mentaires destine´es
a` la de´termination des proprie´te´s effectives du milieu micromorphe homoge`ne e´quivalent : (a)
and (c) u = (−5/2x1 + 10/l2 x31) e12 e 1, (b) and (d) u = (−5/2x2 + 10/l2 x32) e21 e 2.
La matrice des modules d’ordre supe´rieur (dans le calcul des contraintes doubles), est
identique a` la relation (5.31) lorsque la partie antisyme´trique de Kijk selon les deux derniers
indices est ne´glige´e. Les modules e´lastiques pour les deux configurations de cellule e´le´mentaire
5.1(a) et (b) sont donne´es explicitement dans le tableau 5.6.
Les modules d’ordre supe´rieur de´termine´s a` partir de ce sche´ma simplifie´ sont trouve´s
significativement plus petits que ceux trouve´s dans le tableau 5.5. Leurs magnitudes sont
comparables aux modules de Cosserat de flexion. Comme pour le milieu global de Cosserat,
la morphologie de croix (la figure 5.1(b)) me`ne a` des modules e´lastiques significativement
plus faibles que ceux de premie`re morphologie (la figure 5.1(a)).
5.5 Validation de la me´thode d’homoge´ne´isation d’ordre
supe´rieur
La performance des diffe´rentes proprie´te´s ge´ne´ralise´es globales, de´termine´es suivant
plusieurs me´thodes dans la section pre´ce´dente, est e´value´e en conside´rant un proble`me de
re´fe´rence pour une structure compose´e d’un nombre fini et limite´ de cellules e´le´mentaires
comme sur la figure 5.1(a). Les limites du milieu de Cauchy sont d’abord illustre´es et les
ame´liorations par les milieux de substitution de Cosserat, second gradient et micromorphe
sont pre´sente´es ensuite.
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Z1111 Z1122 Z2211 Z2222 Z1212 Z1221
(MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa)
(a) 2425 7001 5616 12064 16619 7166
(b) -168 -4557 -101 -10717 -10492 -118
η1111 η1122 η2211 η2222 η1212 η2112
(MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa)
(a) 2426 5616 7001 12064 16620 7165
(b) -168 -101 -4557 -10716 -10490 -118
ζ1111 ζ1122 ζ2222 ζ1212 ζ1221 ζ2121
(MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa)
(a) 92751 17508 57280 51441 19806 47275
(b) 848 98 24119 23964 47275 733
A11 A22 A33 A12 A23 A13
(MPa.mm2) (MPa.mm2) (MPa.mm2) (MPa.mm2) (MPa.mm2) (MPa.mm2)
(a) 2733 1051 1122 -1233 333 -469
(b) 28.0 52.7 623 -20.7 52.9 -285
A66 A55 A44 A56 A45 A46
(MPa.mm2) (MPa.mm2) (MPa.mm2) (MPa.mm2) (MPa.mm2) (MPa.mm2)
(a) 3892 865 1138 315 -541 -42.0
(b) 438 271 288 121 -258 -106
Tab. 5.6 – Proprie´te´s e´lastiques d’ordre supe´rieur du mate´riau micromorphe global de la
cellule e´le´mentaire de la figure 5.1(a) et (b), fluctuation nulle.
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5.5.1 Calcul de structure de re´fe´rence et mise en de´faut de l’approche de
Cauchy
On conside`re la structure composite constitute´e de 10x5 cellules de la figure 5.9 (a` gauche).
Les conditions aux limites suivantes sont conside´re´es sur cette structure. Le coˆte´ gauche de la
structure est encastre´, i.e. U1 = U2 = 0. Les bords horizontaux (supe´rieur et infe´rieur) sont
libres d’effort. La composante verticale de de´placement U2 = 1 mm est prescrite sur le coˆte´
droit. La composante horizontale de de´placement U1 est laisse´e libre sur le coˆte´ droit. L’e´tat
de´forme´ correspondant de la structure est pre´sente´ sur la figure 5.9 (a` droite). Il montre une
combinaison des modes de cisaillement et de flexion.
Le meˆme proble`me de structure est conside´re´ mais avec le milieu homoge`ne substitutif
de Cauchy, caracte´rise´ les proprie´te´s e´lastiques du tableau 5.1. Les meˆmes conditions
d’encastrement au bord U1 = U2 = 0 sont prescrites sur le coˆte´ gauche. L’e´tat de´forme´
correspondant est pre´sente´ sur la gauche de la figure 5.10. On re´le`ve que le milieu de Cauchy
ne capture pas le mode de flexion de la structure composite et ne pre´sente que le mode de
cisaillement. Il est possible de faire une comparaison quantitative comme sur la figure 5.11
ou` le profil de de´placement U2(x1) est donne´ le long d’une ligne horizontale a` proximite´
de la mi–section de la structure, comme montre´ sur la figure 5.9. La flexion provoque´e par
l’encastrement est vraiment e´vidente sur la re´fe´rence et est absente de la pre´diction de Cauchy.
Ce phe´nome`ne avait de´ja` e´te´ note´ pour un mate´riau stratifie´ dans (Forest and Sab, 1998a;
Bacigalupo and Gambarotta, 2010).
5.5.2 Calcul avec trois milieux ge´ne´ralise´s homoge`nes substitutifs
diffe´rents
Les milieux de Cosserat et a` couple de contraintes posse`dent la rigidite´ de flexion qui peut
ame´liorer la description homoge`ne de la structure de composite. Le proble`me de structure
pre´ce´dent est de nouveau conside´re´ pour un tel milieu de Cosserat de substitution caracte´rise´
les proprie´te´s effectives de la table 5.2 et 5.3. Des conditions aux limites supple´mentaires sont
ne´cessaires pour un tel milieu de Cosserat. Elles concernent les degre´s de liberte´ de micro–
rotation. L’encastrement est pris en compte en prenant Φ3 = 0 sur le bord gauche de la
structure, comme on le ferait dans un proble`me similaire de poutre et de plaque composites.
La figure 5.11 (a` gauche) donne le de´placement le long de la ligne centrale de´ja` conside´re´e,
tel qu’il est pre´dit par le milieu de Cosserat en utilisant les modules effectifs obtenus avec une
fluctuation pe´riodique pour les deux cellules e´le´mentaires de la figure 5.1. La pre´diction est
vraiment proche des re´sultats de re´fe´rence et ame´liore notablement la pre´vision insuffisante
du milieu de Cauchy. Les modules base´s sur la cellule contenant la croix dure de´livrent une
re´ponse un peu plus souple tandis que l’autre est le´ge`rement trop rigide. La pre´diction utilisant
la condition pe´riodique est cependant meilleure que la re´ponse du milieu de Cosserat dote´
de modules obtenus avec une pertubation nulle sur le bord de la cellule e´le´mentaire. Ce fait
est montre´ sur la figure 5.11 (a` droite). Enfin, un accord presque parfait entre les milieux de
re´fe´rence et de substitution homoge`ne est obtenu lorsque les modules converge´s sont utilise´s,
suivant la table 5.2.
Lorsque la structure est un milieu du second gradient homoge`ne caracte´rise´ par les
proprie´te´s de la table 5.5, l’e´tat de´forme´ de la figure 5.10 (a` droite) et la comparaison
quantitative sur la figure 5.12 (a` gauche) ne montrent aucune ame´lioration significative. Peut-
eˆtre que cela est duˆ au fait que l’on utilise les modules de´termine´s pour une fluctuation nulle.
Les modules converge´s n’ont pas pu eˆtre de´termine´s, comme indique´ pre´ce´demment. Une
strate´gie spe´cifique devrait eˆtre de´veloppe´e dans le but d’indentifier les modules converge´s
pertinents.
Les re´sultats obtenus ainsi avec le mode`le du second gradient indiquent que notre exemple
5.5. VALIDATION DE LA ME´THODE D’HOMOGE´NE´ISATION D’ORDRE SUPE´RIEUR 121
Fig. 5.9 – Structure composite de re´fe´rence compose´e de 10x5 cellules (a` gauche) et sa
de´forme´e (a` droite). Deux lignes horizontales sont montre´es le long desquelles certaines
grandeurs sont post–traite´es.
ne permet pas de trancher sur le milieu continu de substitution le mieux adapte´. Le milieu
de Cosserat s’ave`re suffisant. D’autres proble`mes de structures devront eˆtre conside´re´s.
Le milieu micromorphe est disponible dans le code Ze´BuLoN. Pour obtenir le milieu du
second gradient, on peut utiliser le milieu micromorphe en utilisant un terme de pe´nalisation
assurant que la micro–de´formation coincide avec le gradient du champ de de´placement.
L’encastrement est impose´ via la prescription de micro–de´formations nulles sur le bord gauche
de la structure. Il faut noter que le choix des conditions aux limites supple´mentaires est un
proble`me comple`tement ouvert et que les conditions utilise´es ici pour les micro–rotations
et micro–de´formations sont heuristiques. Cette difficulte´ se pre´sente de manie`re tout a` fait
similaire dans le cas des mode`les de poutres et de plaques.
Enfin, la meˆme simulation a e´te´ re´alise´e avec le mode`le micromorphe homoge`ne utilisant
les modules effectifs de la table 5.6. La re´ponse du milieu micromorphe de substitution est
aussi montre´e sur la figure 5.12 (a` droite). Elle est en bon accord avec le calcul de re´fe´rence.
Les deux cellules e´le´mentaires conside´re´es de´livrent successivement une re´ponse le´ge`rement
plus rigide et plus souple que la re´fe´rence.
Le fait que le mode`le micromorphe apparaˆıt moins performant en comparaison avec la
pre´diction Cosserat dans la figure 5.11 (a` gauche) et 5.12 (a` droite) est sans doute duˆ au fait
que la fluctuation n’a pas e´te´ conside´re´e dans l’identification des modules. Il reste encore a`
de´velopper une me´thode d’identification prenant en compte la fluctuation pour construire un
milieu effectif micromorphe complet.
Un exact ajustement serait possible en augmentant significativement le module de flexion
de Cosserat et le mode`le du second gradient mais cela n’est pas fait ici car cela ne
correspondrait pas a` la strate´gie d’homoge´ne´isation adopte´e.
Il y a une autre remarque venant de la comparaison : des valeurs significativement
diffe´rentes des modules d’ordre supe´rieur peuvent mener a` des re´sultats tre`s proches. Cela
signifie que la re´ponse est dans une certaine mesure peu sensibles aux variations des modules
d’ordre supe´rieur. Concre`tement, dans l’exemple propose´, seul l’ordre de grandeur du module
de flexion est essentiel a` la description correcte de l’effet de flexion. Ce fait confirme le statut
de “correcteur” a` l’ame´lioration apporte´e par les termes d’ordre supe´rieur. Dans le futur, des
essais plus discriminants devront eˆtre propose´s pour de´partager le roˆle des diffe´rents types de
milieux continus ge´ne´ralise´s.
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Fig. 5.10 – L’e´tat de´forme´ de la structure homoge`ne de substitution qui subit la meˆme
condition de chargement en de´placement que dans 5.9(b) : milieu de substitution de Cauchy
(a` gauche) et milieu micromorphe de substitution (a` droite).
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Fig. 5.11 – Le de´placement vertical U2 le long de la ligne a` mi-hauteur visible dans la figure
5.9 calcule´ pour la structure de re´fe´rence et 3 diffe´rents milieux de substitution : Milieu de
Cauchy, de Cosserat dote´ de coefficients dans la table 5.2 (fluctuation pe´riodique) pour deux
cellules e´le´mentaires de la figure 5.1(a) and (b) (libe´lle´ 2) (a` gauche), mode`le de Cosserat
pour la fluctuation nulle et pour les deux cellules centrales (a` droite).
5.5. VALIDATION DE LA ME´THODE D’HOMOGE´NE´ISATION D’ORDRE SUPE´RIEUR 123
second gradient
Cosserat converged
reference
x1 (mm)
U
2
(m
m
)
1086420
0
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8
-1
micromorphic (b)
micromorphic (a)
reference
x1 (mm)
U
2
(m
m
)
1086420
0
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8
-1
Fig. 5.12 – Le de´placement vertical U2 le long de la ligne a` mi-hauteur visible sur la figure
5.9 calcule´ pour la structure de re´fe´rence et 3 diffe´rents milieux de substitution : mode`le de
Cosserat (modules converge´s de flexion) et mode`le du second gradient avec les coefficients
des tables 5.2 et 5.5 pour la cellule e´le´mentaire de la figure 5.1(a) (a` gauche), le mode`le
micromorphe avec deux groupes de coefficients de le tableau 5.6, correspondant aux cellules
e´le´mentaires de la figure 5.1(a) and (b) (a` droite).
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Moduli Y1111 Y2222 Y1122 Y1212 Y1221 Y2121 C3131 C3232
Coefficients E211 E
2
22 2E11E22 e
2
12 2e12e21 e
2
21 K
2
31 K
2
32
Case 1 1 0 0 0 0 0 0 0
Case 2 0 1 0 0 0 0 0 0
Case 3 1 1 2 0 0 0 0 0
Case 4 0 0 0 1 0 0 0 0
Case 5 0 0 0 0 1 0 0 0
Case 6 0 0 0 1 2 1 0 0
Case 7 0 0 0 0 0 0 1 0
Case 8 0 0 0 0 0 0 0 1
Tab. 5.7 – Les cas de chargement ne´cessaires pour l’identification des modules globaux de
Cosserat.
5.6 Validation et relocalisation dans le cas d’autres conditions
de chargement d’une structure composite
Dans cette partie, l’homoge´ne´isation d’ordre supe´rieur est e´galement applique´e sur une
autre structure avec plus des chargements diffe´rents afin de valider a` nouveau l’approche
propose´e. Dans ce cas, le milieu ge´ne´ralise´ choisi est le mode`le de Cosserat. Une proce´dure
de relocalisation est e´galement re´alise´e pour montrer comment le milieu homoge`ne e´quivalent
peut eˆtre utilise´ pour reproduire les contraintes locales au sein du mate´riau a` partir des
re´sultats d’un calcul de structure globale. La proce´dure est bien connue dans le cas de
l’homoge´ne´isation classique. Elle reste encore ouverte dans le cas ge´ne´ralise´.
Un mate´riau pe´riodique a` deux phases est conside´re´ dont la cellule e´le´mentaire est montre´e
dans la figure 5.13(a). La longueur du coˆte´ de la cellule e´le´mentaire carre´e est l = 1 mm
comme d’habitude. La phase fonce´e de matrice est 10000 fois plus rigide que la phase grise
de l’inclusion. Elles sont suppose´es isotropes. Les modules de Young sont successivement
100000 MPa et 10 MPa. Les deux phases ont le meˆme coefficient de Poisson ν = 0.3. La
fraction volumique de la phase dure est f = 23.2 %. Il faut noter que la microstructure
pre´sente deux plans syme´triques orthogonaux qui me`nent a` la symme´trie e´lastique orthotrope.
Les modules e´lastiques effectifs du milieu de Cauchy sont pre´sente´s dans le tableau 5.8. Les
modules e´lastiques effectifs du milieu de Cosserat et du second gradient ont e´te´ de´termine´s
pour ce mate´riau sous la condition de de´formation plane dans les sections pre´ce´dentes de
ce chapitre et publie´s dans (Trinh et al., 2011). Les modules globaux du milieu de Cosserat
sont donne´s dans le tableau 5.9. Les solutions analytiques du proble`me de double cisaillement
exigent la connaissance des modules Y1212, Y1221, Y2121 and C3232. Dans le cas du milieu effectif
du second gradient, on n’a besoin que des valeurs de C44 (regarder dans le tableau 5.8) et du
module d’ordre supe´rieur
A22 = 11668MPa.mm2
dans la matrice (5.31). La me´thode d’identification des modules est explique´e dans le chapitre
pre´ce´dent (Trinh et al., 2011) et dans 4.6.3.
5.6.1 Cas analytique et cas d’un chargement combine´
La validation de l’homoge´ne´isation d’ordre supe´rieur est effectue´e premie`rement par la
comparaison des re´sultats d’un calcul de re´fe´rence nume´rique par e´le´ments finis d’un proble`me
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(a) (b)
x
y
z
Fig. 5.13 – La cellule e´le´mentaire du mate´riau composite pe´riodique (a` gauche) ; structure
de 5×6 cellules sousmise a` plusieurs conditions de chargement (a` droite). La valeur des
de´placements apre`s de´formation sera trace´e le long de la ligne verte indique´e sur la structure.
C11 (MPa) C12 (MPa) C22 (MPa) C44 (MPa)
4939 465 22066 17
Tab. 5.8 – Les proprie´te´s e´lastiques du milieu homoge`ne effectif de Cauchy.
Y1212 Y1221 Y2121 C3131 C3232
(MPa) (MPa) (MPa.mm2) (MPa.mm2) (MPa.mm2)
51203 -73977 106985 803 3858
Tab. 5.9 – Les proprie´te´s e´lastiques du milieu homoge`ne de substitution de Cosserat.
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ou` la structure he´te´roge`ne subit un chargement externe de double cisaillement et la pre´diction
par la solution analytique avec le milieu de substitution de Cosserat et du second gradient.
Puis, un chargement plus complexe est conside´re´ pour lequel le calcul par e´le´ments finis est
de nouveau compare´ a` la solution nume´rique de re´fe´rence.
5.6.2 Deux calculs de re´fe´rence
Le mate´riau composite conside´re´ se compose de 5×6 cellules e´le´mentaires, comme le
montre la figure 5.13(b). Des de´placements horizontaux oppose´s et un de´placement vertical
nul sont applique´s sur les coˆte´s en haut et en bas de la structure comme conditions aux
limites, cf. figure 5.14(a). L’e´tat de´forme´ de cette structure est montre´ sur la figure 5.15(a).
On conside`rera e´galement la condition de chargement de la figure 5.14(b) qui combine la
flexion et le cisaillement. Le coˆte´ en bas est encastre´ tandis que le coˆte´ en haut est tourne´
de 30◦ par rapport au centre ge´ome´trique de la structure. L’e´tat de´forme´ correspondant est
indique´ sur la figure 5.16(a). Ils sont obtenus par la me´thode e´le´ment fini dans le contexte
d’e´lasticite´ line´aire.
5.6.3 Comparaison des pre´dictions de Cauchy, de Cosserat et second–
gradient
Pour les deux chargements, on compare les re´ponses des milieux homoge`nes e´quivalents
de Cauchy, de Cosserat et du second gradient au calcul de re´fe´rence par e´le´ments finis. Les
simulations e´le´ments finis ont e´te´ effectue´es pour les milieux globaux de Cauchy et de Cosserat.
Quant au milieu global second–gradient, la pre´diction analytique (2.2.2) est conside´re´e pour
la comparaison dans le cas du double cisaillement.
Les e´tats de´forme´s de la structure homoge`ne de Cauchy et de Cosserat sont montre´s sur les
figures 5.15 et 5.16(b) et (c). Dans le proble`me de double cisaillement, la re´ponse de structure
de Cauchy est entie`rement domine´e par la de´formation de cisaillement, contrairement a` la
structure de re´fe´rence qui subit une flexion significative dans une couche limite en haut et en
bas. La flexion est bien rendue dans le cas d’une structure homoge`ne de Cosserat, graˆce aux
conditions supple´mentaires qui ont e´te´ prescrites a` la surface en haut et en bas. Ces conditions
sont la micro–rotation nulle Φ3 pour la condition d’encastrement, de manie`re analogue au
proble`me d’une poutre de Timoshenko.
Le milieu de Cosserat reproduit e´galement de manie`re satisfaisante l’e´tat de´forme´ de la
structure sous la condition de chargement plus complexe de la figure 5.16(c). On a applique´
les conditions aux limites extreˆmes Φ3 = 0 en bas et Φ3 = 30◦ en haut. En particulier, un
le´ge`re bosse sur le bord late´ral gauche est capture´ par le mode`le de Cosserat mais ce n’est
pas le cas avec le mode`le de Cauchy.
Une comparaison plus quantitative est possible en conside´rant la composante U1 de
de´placement le long de la ligne verticale dessine´e sur la structure de la figure 5.13(b). Les
courbes de la figure 5.17(a) confirment que le double cisaillement inclut une combinaison de
cisaillement et de flexion qui est reproduite parfaitement par le mode`le de Cosserat et pas du
tout par le mate´riau homoge`ne e´quivalent de Cauchy.
Il faut noter que le mode`le du second gradient donne aussi une excellente estimation
du profil de de´placement, sans diffe´rence visible avec la pre´diction de Cosserat. Ce re´sultat
peut surprendre dans la mesure ou` le module de flexion A22 du milieu du second gradient est
significativement plus grand que celui de Cosserat C3232. Cela confirme le re´sultat de´ja` indique´
pre´ce´demment de l’influence limite´e des variations de modules d’ordre supe´rieur pourvu que
l’ordre de grandeur de la longeur caracte´ristique soit le bon.
Au contraire, les courbes de la figure 5.17(b) montrent que tous les deux milieux de
Cosserat et de Cauchy rendent compte correctement du de´placement horizontal le long de la
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Fig. 5.14 – Deux conditions de chargement pour la structure composite : cisaillement double
(a` gauche) et la combinaison de flexion–cisaillement (a` droite).
ligne verticale. La re´ponse de Cosserat est meˆme le´ge`rement moins bonne que la re´ponse
classique dans cet exemple. Toutefois, les courbes de la figure 5.18 montrent clairement
l’ame´lioration apporte´e par les conditions supple´mentaires aux limites du milieu de Cosserat
car la re´ponse pre`s du bord est mieux pre´dite par le milieu de Cosserat que par le milieu de
Cauchy.
5.6.4 Relocalisation des de´formations
Comme montre´ dans les sections pre´ce´dentes, la simulation du de´placement macroscopique
est re´alise´e avec succe`s. Deux mode`les de milieux ge´ne´ralise´s : de Cosserat et du
second–gradient ont e´te´ utilise´s et tous les deux donnent le bon re´sultat. Le proble`me
d’homoge´ne´isation est re´solu au niveau macroscopique. Au niveau microscopique, il faut
conside´rer la relocalisation des champs locaux (de contraintes, de de´formation)... Les ide´es
essentielles de cette proce´dure sont pre´sente´es sur la figure 5.19. La relocalisation est re´alise´e
suivant les pas :
– On choisit une (des) cellule(s) particulie`re(s) du calcul de re´fe´rence pour laquelle
(lesquelles) on e´tudie le champ des de´formations locales.
– Sur le milieu homoge`ne de substitution correspondant, on de´termine l’emplacement des
cellules conside´re´es au point pre´ce´dent. On calcule les moyenne des de´formations et des
courbures sur ce volume.
– Le VER qui est utilise´ pour calculer les modules effectifs est repris. On applique les
de´formations et courbure moyennes a` la cellule e´le´mentaire dans le cas d’une fluctuation
converge´e.
– La distribution des de´formations de la cellule e´le´mentaire est compare´e avec la
distribution de re´fe´rence.
Enfin, ces distributions de de´formations ε12 dans les cellules seront pre´sente´es sur la figure
5.20.
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(a) (b)
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Fig. 5.15 – Les e´tats de´forme´s de la structure 5×6 cellules, soumise a` un double cisaillement
avec les conditions d’encastrement, obtnus par simulation e´le´ments finis : (a) Le calcul de
re´fe´rence ; (b) l’utilisation du milieu homoge`ne effectif de Cauchy ; (c) l’utilisation du milieu
homoge`ne de substitution de Cosserat.
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Fig. 5.16 – Les e´tats de´forme´s de structure 5×6 cellules, soumise au chargement combine´ de
flexion–cisaillement : (a) Le calcul de re´fe´rence ; (b) l’utilisation du milieu homoge`ne effectif
de Cauchy ; (c) l’utilisation du milieu homoge`ne de substitution de Cosserat.
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Fig. 5.17 – Le profil de de´placement le long de la ligne verticale indique´e dans la figure 5.13 :
chargement de double cisaillement (a) et chargement de rotation (b).
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Fig. 5.18 – Le de´placement horizontal sur le bord a` gauche de la structure 5×6 cellules,
soumise a` la rotation avec les conditions d’encastrement, obtenu par simulation e´le´ments finis
dans la figure 5.16.
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Fig. 5.19 – Le sche´ma de la proce´dure de relocalisation.
On peut observer la bonne distribution des de´formations dans la troisie`me cellule de la
demi-bande en conside´ration mais moins bonne dans la cellule au bord de gauche. Cela signifie
que l’effet de bord n’est pas bien pris en compte avec le choix du mode`le de Cosserat comme
milieu de substitution. En effet, les courbes de contraintes dans le diagramme 5.21 montrent
un fort gradient de de´formation dans la cellule du bord. Le milieu de Cosserat n’est pas
en mesure d’en rendre compte. Le mode`le du second–gradient peut-eˆtre sera une meilleure
solution dans ce cas. Ce calcul n’est pas encore fait dans cette the`se.
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Fig. 5.20 – La relocalisation de de´formation ε12 dans une demi-bande au milieu de la plaque :
la de´formation obtenue par le calcul de re´fe´rence (a) la de´formation obtenue par le calcul
d’homoge´ne´isation (b).
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Fig. 5.21 – Diagramme de de´formation de re´fe´rence et de de´formation relocalise´e.
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Les proprie´te´s globales me´caniques d’un mode`le de Cosserat, du second-gradient et
micromorphe ont e´te´ de´termine´es pour des composites e´lastique a` deux phases a` fort
constraste de proprie´te´s e´lastiques. L’attention s’est concentre´e sur l’impact du choix de
la fluctuation de de´placement sur les proprie´te´s effectives d’ordre supe´rieur lorsque des
conditions non homoge`nes de de´formation sont impose´es. Trois possibilite´s ont e´te´ examine´es :
fluctuation nulle, pe´riodique ou fluctuation converge´e au sens de la de´finition d’un VER
pour les conditions non homoge`nes de de´formation impose´es. Les champs de fluctuation
nulle et pe´riodique de´livrent des modules de flexion tre`s proches tandis que le module de
flexion converge´ est plus petit, en tout cas sur quelques exemples conside´re´s dans ce travail.
Nous avons montre´ que l’application de conditions non–homoge`nes au contour d’une cellule
e´le´mentaire provoque un effet de bord significatif. Au contraire, quand les conditions non
homoge`nes sont applique´es au bord d’un assemblage de N×N cellules, un e´tat limite est
observe´ permettant de caracte´riser comple`tement la fluctuation. De cette fac¸on, une taille
de VER a pu eˆtre de´finie, ici environ 9×9 cellules pour les exemples traite´s. Cette analyse
de convergence a e´te´ re´alise´e pour les 6 coefficients du polynoˆme quadratique et pour les
coefficients implique´es dans la construction d’un milieu de Cosserat effectif.
Dans la microstructure de stratifie´, quelques conditions de chargement ont e´te´ trouve´es
qui conduisent a` des modes a` e´nergie nulle dans la cellule e´le´mentaire, lorsqu’elles ont e´te´
applique´es suffisamment loin des bords. Ce fait a e´galement e´te´ note´ par (Bacigalupo and
Gambarotta, 2010) qui se basent sur un diffe´rent choix de fluctuation. Ce mode d’e´nergie
nous a empeˆche´ a` de´terminer une matrice comple`te des modules d’ordre supe´rieur associe´s a`
l’e´tat converge´. Mais une proce´dure particulie`re devrait eˆtre de´veloppe´e pour de´terminer la
partie non singulie`re du tenseur d’e´lasticite´ d’ordre 2.
Un point essentiel de la discussion apparu dans ce travail est que, pour diffe´rentes
fluctuations conside´re´es, la moyenne du module second gradient ne coincide pas avec
le coefficient de Dijk du polynoˆme quadratique. C’est pourquoi la formulation de post–
traitement (5.6), applique´e au mode`le global du second gradient (et micromorphe), a e´te´
mise en avant. En se basant sur cette expression, les modules globaux du second gradient
ont e´te´ de´termine´s pour une seule cellule e´le´mentaire avec la fluctuation nulle. L’approche
adopte´e par (Ja¨nicke et al., 2009; Ja¨nicke, 2010) a e´te´ utilise´e pour la de´termination de tous
les modules micromorphes. Elle suppose que Kijk coincide aux coefficients du polynoˆme et
devra donc eˆtre e´tendue pour lever cette limitation.
L’hypothe`se de fluctuation nulle est trouve´e moins efficac¸e pour le terme de troisie`me degre´
requis dans l’analyse de Cosserat. En fait, les modules Cosserat trouve´s associant la partie
anti–syme´trique du tenseur de contraintes a` la rotation relative, sont fortement diffe´rents
entre deux hypothe`ses : pertubation nulle ou pe´riodique. Dans le cadre de mode´lisation
micromorphe, un choix spe´cial du polynoˆme de troisie`me ordre a e´te´ ne´cessaire dans (Ja¨nicke,
2010) dans le but de donner des modules plus pertinents concernant le proble`me de validation.
En fait, les polynoˆmes de troisie`me et de quatrie`me degre´s sont ne´cessaires pour identifier le
milieu micromorphe complet de substitution. Ce travail reste encore ouvert.
La notion de VER de´finie dans ce travail ne permet pas de de´terminer les modules effectifs
d’ordre supe´rieur a` partir d’un calcul sur une seule cellule e´le´mentaire. C’est un handicap
pour appliquer ces me´thodes aux techniques EF2. Certaines propositions existent dans la
litte´rature, au moins dans le cas line´aire, qui pourront eˆtre compare´es a` la fluctuation“exacte”
de´termine´e dans ce travail.
Une discussion importante a e´galement e´te´ ouvert sur le choix du motif de la cellule
e´le´mentaire du milieu pe´riodique pour la de´termination des proprie´te´s effectives d’ordre
supe´rieur. Une de´pendance par rapport a` ce choix de cellule e´le´mentaire a e´te´ trouve´e
concernant les modules d’ordre supe´rieur, en raison des modes de flexion impliquant un
tenseur de moment quadratique diffe´rent. Ces diffe´rences de modules ge´ne´ralise´s conduisent
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a` des pre´visions macroscopiques proches sur les calculs de structures conside´re´s dans ce travail.
C’est en effet une remarque ge´ne´rale que les corrections apporte´es de´pendent essentiellement
de l’ordre de grandeur la longueur caracte´ristique du milieu de´finie par exemple comme la
racine carre´e du rapport entre un module d’ordre supe´rieur et le module de cisaillement
classique. Ne´anmoins, des travaux ulte´rieurs sont ne´cessaires pour savoir s’il est possible
de construire une me´thode d’homoge´ne´isation ge´ne´ralise´es permettant de s’affranchir de la
de´pendance vis–a`–vis du choix du motif de re´fe´rence, comme c’est le cas en homoge´ne´isation
classique.
La validation de la me´thode d’homoge´ne´isation propose´e a e´te´ effectue´e en conside´rant
des calculs de re´fe´rence sur des structures composites a` faible nombre d’he´te´roge´ne´ite´s comme
on les rencontre parfois dans les mate´riaux architecture´s. L’ame´lioration la meilleure de la
pre´diction du comportement de la structure a` l’aide d’un milieu homoge`ne ge´ne´ralise´ de
substitution est obtenue quand les modules sont obtenus en prenant en compte la fluctuation
“exacte” sur le bord. Les cas conside´re´s ne sont pas suffisamment fins pour trancher sur le
milieu continu le mieux adapte´ pour remplacer telle ou telle microstructure. Toutefois, on
a vu les limitations du milieu de Cosserat dans le cas de la relocalisation des de´formations
lorsqu’un gradient de cisaillement est pre´sent, auquel un milieu du second gradient sera mieux
adapte´.
L’e´valuation des diffe´rentes me´thodes sugge`re que la the´orie d’homoge´ne´isation aux ordres
supe´rieure n’est pas encore totalement satisfaisante et que plusieurs questions restent ouvertes.
Ces techniques sont prometteuses dans la mesure ou` elles pourront eˆtre utilise´es dans le cas de
comportement non line´aire en plasticite´, voire endommagement. Le potentiel de l’approche est
e´leve´, comme prouve´ par la qualite´ et la fiabilite´ des pre´dictions pre´sente´es. En conse´quence,
on propose une liste de pas pour avancer dans le de´veloppement d’une me´thodologie plus
syste´matique de l’homoge´ne´isation d’ordre supe´rieur :
– Se´parer les modes a` ze´ro–e´nergie dans le de´veloppement polynomial pour donner les
modules globaux se basant sur le champ de fluctuation converge´ ;
– Trouver des conditions aux limites adapte´es pour de´terminer les modules a` partir de
calculs sur une seule cellule e´le´mentaire ;
– Se de´partir de la de´pendance du choix de cellule e´le´mentaire ou prendre des arguments
convaincants pour choisir la bonne cellule ;
– De´finir des conditions aux limites comple`tes pour de´terminer les proprie´te´s globales du
milieu micromorphe complet (en particulier en respectant la partie non–syme´trique du
gradient de micro–de´formation, ce qui n’a pas pu eˆtre fait ici.) ;
– Donner des re`gles a` de´terminer les conditions aux limites supple´mentaires pour les
milieux globaux homoge`nes de substitution a` partir des conditions aux limites exactes
de la structure he´te´roge`ne de Cauchy ;
– Mettre en e´vidence des exemples plus claires pour distinguer le meilleur milieu de
substitution pour une microstructure donne´e ;
– Prolonger la me´thodologie au milieux ale´atoires.
Des re´sultats analytiques re´centes confirment que les proprie´te´s effectives peuvent
vraiment eˆtre de´termine´es inde´pendamment de la taille du VER a` N×N (Bigoni and Drugan,
2007; Pham, 2010; Li, 2011). Toutefois, la de´pendance du choix du motif de la cellule
e´le´mentaire repre´sentative reste sans solution. Faut-il imaginer des me´thodes allant au–
dela` des de´veloppements polynomiaux ? Est-ce que les approches alternatives comme dans
(Sansalone et al., 2005) et (Fish and Kuznetsov, 2010) sont plus approprie´es que l’approche
polynomiale ?
Nous n’avons pas e´voque´ l’application de conditions aux limites en doubles contraintes
impose´es. Nous n’avons conside´re´ que des conditions de gradient de de´formation ou
microde´formation impose´es. Des conditions en contraintes ont e´te´ propose´es par (Rodin,
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2007; Li, 2011). Il reste a` e´tablir un lien entre les conditions statiques et cine´matiques. Les
re´sultats analytiques et e´le´ments finis ont e´te´ fournis afin d’illustrer la capacite´ des the´ories des
milieux ge´ne´ralise´s a` mieux capturer la re´ponse globale des structures composites que le milieu
Cauchy. Tel est le cas lorsque la structure composite subit quelque gradient macroscopique
de de´formation qui se de´veloppe en raison de la taille non–ne´gligable de l’he´te´roge´ne´ite´ par
rapport aux dimensions de la structure. Dans le cas du double cisaillement, tous les deux
milieux (second–gradient et de Cosserat) sont efficac¸e a` capturer la re´ponse de la structure.
Des chargements plus complexes et plus ge´ne´raux devront eˆtre propose´s afin d’e´tablir plus
clairement la fonction de ces the´ories.
On voit que plusieurs questions ouvertes restent encore a` re´soudre avant que
l’homoge´ne´isation d’ordre supe´rieur soit conside´re´e comme une me´thode e´tablie. En
particulier, on peut souhaiter que le milieu effectif soit proche d’un milieu de Cauchy lorsque
le contraste des proprie´te´s e´lastiques des constituants est petit. C’est le cas des de´finitions
des proprie´te´s e´lastiques de milieu effectif de Cosserat et du second gradient de de´formation
propose´es par (Bigoni and Drugan, 2007) et (Li, 2011).
De nouvelles microstructures devront eˆtre invente´es qui font ressortir plus fortement
encore l’importance des termes d’ordre supe´rieur. Des microstructures a` base de treillis
articule´es ont e´te´ propose´es pour lesquels l’e´nergie de de´formation classique est tre`s faible
tandis que l’e´nergie due aux de´rive´es d’ordre supe´rieur devient pre´ponde´rante (Alibert et al.,
2003).
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INSTITUT DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES
Méthodes d’homogénéisation d’ordre supérieur pour les matériaux
architecturés
Résumé :
L’homogénéisation classique par un milieu de Cauchy a rencontré de nombreux succès dans
l’étude des matériaux hétérogènes. Elle connaît toutefois des limitations lorsque le chargement ma-
croscopique appliqué varie sur des longueurs qui sont de l’ordre de la taille des hétérogénéités en
présence. L’objectif de l’homogénéisation par des milieux continus généralisés est de remédier à ces
limitations et d’étendre la validité de l’approche continue au–delà de l’hypothèse stricte de séparation
des échelles.
Il y a beaucoup d’avancements pendant les dix dernières années dans le même domaine de re-
cherche. Les contributions développent essentiellement la modélisation multi-échelle des matériaux
par le modèle du milieu de Cosserat (ou milieu micropolaire), du milieu du second-gradient, du milieu
à couples de contraintes et récemment du milieu micromorphe. La modélisation multi–échelle est réa-
lisée par plusieurs méthodes : soit avec le calcul numérique des moyennes sur un VER, soit avec la
méthode asymptotique, soit par des méthodes plus empiriques.
Ma contribution suit la technique de calcul des moyennes de champs locaux, avec l’intention de
chercher une méthode qui n’est pas trop lourde mais systématique pour modéliser les matériaux
composites par un milieu continu généralisé. La motivation de cette méthode est sa bonne capacité
d’appliquer à toute micro–structure, et aussi son application relativement simple au comportement
non–linéaire (comportement élasto–plastique).
Mots clés : Matériaux architecturés, homogénéisation d’ordre supérieur, milieux généralisés.
Higher order homogenization for architectured materials
Abstract:
Standard homogenization with Cauchy medium has got many successes in heterogeneous mate-
rial study. However, it is limited when characterised length of applied macroscopic loadings is at the
same order of material’s heterogeneity; in particular in case of grand gradient sollicitation, for instance
in sandwich bending case. The homogenization with generalized media is then necessary to over-
come these limits and extend the validation of homogenization approach out of strict condition of scale
separation.
There is recently much progression in this domain; contributions develop mainly multi-scale mod-
elling by Cosserat/micropolar medium, by second gradient medium, by couple-stress medium and
recently by micromorphic continuum. There are also many methods for multi-scale modelling : com-
putational average on RVE, asymptotic development method or empirical methods.
My contribution follows the local fields average technique, for purpose of looking for a new method
which is not so complicated but systematically enough for modelling composite material by generalized
media. Motivation of this method is its good applicability to any micro–structure, and also relatively
simple for applying in non–linear behavior (elasto-plastic behavior).
Keywords: Architectured material, higher order homogenization, generalized media.
